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Introduction

Les ondes font partie int�egrante de notre vie de tous les jours. Autour de nous, et
sans que l’on y prête sp�ecialement attention, le son, la lumi�ere, les cercles �a la surface
d’un lac sont autant de manifestations que l’on ne s’�etonne plus d’observer. Même si ces
ph�enom�enes de propagation nous semblent tr�es communs, les mod�eles qui nous permettent
de les �etudier suscitent de nombreuses questions ouvertes. Les �equations aux d�eriv�ees
partielles hamiltoniennes repr�esentent une grande classe de mod�eles qui permet d’�etudier
ces ph�enom�enes propagatifs sans dissipation. On retrouve des applications de ces mod�eles
dans de nombreux domaines des sciences physiques, en particulier en optique non-lin�eaire
et en m�ecanique des uides, dans lesquels les non-lin�earit�es et la dispersion jouent un rôle
important.

Dans cette th�ese, on s’int�eresse plus particuli�erement aux ondes progressives p�erio-
diques �a une dimension d’espace et notre principale motivation est l’�etude despropri�et�es
de stabilit�e de celles-ci. Cette entreprise vaste et complexe nous a men�es �a la fois �a des
probl�emes d’existence et d’unicit�e de solutions autour de pro�ls p�eriodiques et vers le d�e-
veloppement d’une m�ethode num�erique de caract�erisation de stabilit�e. Ces questions de
stabilit�e sont �egalement tr�es li�ees �a la repr�esentation d’ondes modul�ees �a la Whitham .
Les �equations modul�ees sont �a la base de l’�etude de ph�enom�enes complexes comme la
r�egularisation par la dispersion des ondes de choc que l’on appellechocs dispersifs.

Cette introduction d�ecrit le contexte et les motivations de chacune des probl�ematiques
abord�ees dans cette th�ese et fournit un r�esum�e des di��erents r�esultats obtenus.

1. Structure hamiltonienne

Commen�cons par d�ecrire le formalisme hamiltonien standard pour les �equations dif-
f�erentielles ordinaires ( �EDO) sur RN . On munit RN d’un produit scalaire h�; �i et on se
donne J � 1 un endomorphisme antisym�etrique et inversible. Ceci permet de d�e�nir une
forme bilin�eaire antisym�etrique et non-d�eg�en�er�ee ! (x; y) =



x; J � 1y

�
appel�ee forme sym-

plectique.
Pour toute fonction h di��erentiable, on peut associer �a la di��erentielle d h le gradient

r h tel que dh(x)(y) = hr h(x); yi . De la même mani�ere, on peut associer �a travers la
forme symplectique, legradient symplectiqueJ (r h) tel que dh(x)(y) = ! (J (r h(x)) ; y)
quels que soientx; y 2 RN .

Le syst�eme d’�equations di��erentielles

(1) vt = J (r h(v))

est alors tel que la fonctionh est int�egrale premi�ere, par d�e�nition constante le long des
solutions, que l’on appellehamiltonien.

On peut aussi d�e�nir une application bilin�eaire f� ; �g sur l’espace des fonctionsC1 par

f h; gg = ! (J (r h); J (r g)) = hr h; J (r g)i :
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Cette application est antisym�etrique du fait de l’antisym�etrie de ! , v�eri�e l’identit�e de
Jacobi

ff f; g g ; hg + ff g; hg ; f g + ff h; f g ; gg = 0 ;
et la r�egle de Leibniz

f f; gh g = f f; g gh + f f; h gg :
On l’appelle crochet de Poisson. Ce crochet est tel que sif h; gg = 0 alors la fonction g est
une int�egrale premi�ere de (1).

Certaines �equations aux d�eriv�ees partielles ( �EDP) d’�evolution peuvent être munies
d’une structure dite hamiltonienne, qui g�en�eralise celle des �EDO du type (1). Une telle
structure repose, d’une part sur une fonctionnelleH op�erant sur les fonctions C1 de la
variable spatiale x, et d’autre part sur un op�erateur di��erentiel J , antisym�etrique pour le
produit scalaire deL 2(
) avec 
 = R ou R=Z selon le probl�eme consid�er�e. La fonctionnelle
H est d�e�nie sur un ensemble de fonctionsU de x satisfaisant des propri�et�es su�santes
de r�egularit�e, et de d�ecroissance lorsque jx j ! 1 au moyen d’une densit�e

H [U ] =
Z

H [U ]dx ;

o�u l’inconnue U prend ses valeurs dansRN et la notation [ �] signi�e que le hamiltonien H
depend non seulement deU , mais aussi de ses d�eriv�ees spatialesU x , U xx , ... Le gradient
variationnel � H est d�e�ni pour U et V su�samment r�eguli�eres par

�
dH [U + sV ]

ds

�

s=0
=

Z
� H [U ]V dx :

Si J est un op�erateur di��erentiel �a coe�cients constants antisym�etrique, on peut d�e�nir
un crochet de Poisson entre fonctionnelles [102] par

f R ; H g =
Z

� R [U ] � J (� H [U ]) dx :

Dans ce qui suit, on s’int�eresse donc �a des�EDP hamiltoniennes qui sont de la forme

(2) @t U = J (� H [U ]) :

Le crochet de Poisson est toujours tel que sif H ; R g = 0 alors la fonctionnelle R est
conserv�ee le long des solutions r�eguli�eres de (2). C’est en particulier le cas deH puisque
f H ; H g = 0. On peut aussi simplement le v�eri�er par le calcul

d
dt

Z
H [U ] dx =

Z
� H [U ] � @t U dx =

Z
� H [U ] � J (� H [U ]) dx = 0 :

Consid�erons par exemple l’�equation de Schr�odinger non-lin�eaire

(NLS) i@t  + 1
2@2

x  =  g (j j2) ;

qui d�ecrit les ondes courtes �a la surface d’un uide parfait. La formulation hamiltonienne
standard de (NLS) correspond �a U = (Re(  ); Im(  ))T ,

J =
�

0 1
� 1 0

�
et H [U ] = 1

2 j x j2 + F (j j2) ;

o�u F 0(� ) = g(� ). Cette formulation n’est pas celle que l’on choisira d’exploiter dans la
suite, car on va privil�egier les structures hamiltoniennes pour lesquellesJ est un op�era-
teur di��erentiel d’ordre 1.

On suppose dans tout ce qui suit que l’op�erateurJ s’�ecrit sous la forme

(3) J = B @x ;

o�u B est une matrice inversible et sym�etrique.
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En d�erivant sous le signe int�egral et en int�egrant par parties, on trouve que la compo-
sante d’indice � du gradient variationnel � H s’exprime

(� H [U ]) � =
@H
@U�

(U ; U x ) � Dx

�
@H

@U�;x
(U ; U x )

�
;

o�u D x correspond �a la d�eriv�ee totale par rapport �a x, de sorte qu’avec la convention de
sommation des indices r�ep�et�es d’Einstein

Dx

�
@H

@U�;x
(U ; U x )

�
=

@2H (U ; U x )
@U� @U�;x

U�;x +
@2H (U ; U x )
@U�;x @U�;x

U�;xx :

En raison des applications vis�ees, on supposera �egalement que le hamiltonienH se
d�ecompose sous la forme

(4) H [U ] = H (U ; U x ) = I (v; u) + E(v; vx ) ; avec U =
�

v
u

�
;

o�u v 2 R et u 2 RN � 1. et que E se d�ecompose �a son tour comme

(5) E(v; vx ) = f (v) + 1
2 � (v)v2

x ;

o�u � est une fonction r�eguli�ere et �a valeurs strictement positives et I est une fonction stric-
tement convexe de la variableu. Ces formes particuli�eres sont motiv�ees par les applications
d�ecrites plus loin.

Par ailleurs, certaines invariances de (2) sont associ�ees �a des lois de conservation sa-
tisfaites par les solutions r�eguli�eres. La loi de conservation fondamentale pour la suite est
celle du momentQ

(6) @t Q (U ) = @x (S [U ]) ;

avec
Q (U ) = 1

2 U � B � 1U ; et S [U ] = U � � H [U ] + LH [U ] :
L’op�erateur L correspond formellement �a une transformation de Legendre (sans change-
ment de variable)

LH [U ] = U�;x
@H

@U�;x
(U ; U x ) � H (U ; U x ) :

D’apr�es la d�e�nition du moment Q , parfois appel�e impulsion, on a

(7) J (� Q (U )) = @xU :

Ceci est li�e �a l’invariance par translation spatiale du syst�eme (2). En e�et, le hamiltonien
H ne d�epend pas directement de la variable d’espacex, de sorte que pour toute solution
U r�eguli�ere de (2), pour tout x0 2 R, la fonction x 7! U (t; x + x0) est �egalement solution.
On montre [12, p. 58] que (7) fait le lien entre l’invariance par translation en x de (2) et
la loi de conservation (6).

De mani�ere g�en�erale, on se concentrera sur le cas scalaireN = 1 ou le cas de syst�emes �a
deux �equations N = 2. Le cas scalaire correspond �a di��erentes g�en�eralisations de l’�equation
de KdV, de la forme

@t v = J (� H [v]) ; H [v] = 1
2 � (v)v2

x + f (v) ;

et que l’on d�eveloppe sous la forme

(qKdV) @t v + @x (p(v)) = � @x
� 1

2 � 0(v)(vx )2 � � (v)vxx
�

;

o�u B = 1, I (v) = 0, p(v) = � f 0(v) et Q (v) = 1
2v2. L’�equation (qKdV) est une version

quasi-lin�eaire , par contraste avec le cas particulier� = 1 correspondant �a l’�equation de
KdV g�en�eralis�ee

(8) (gKdV) @t v + @x (p(v)) = � @3
x v :

21



pour laquelle on consid�ere bien souvent des non-lin�earit�es du typep(v) = � v . L’�equation
de KdV

(KdV) vt + vvx + vxxx = 0
correspond alors au cas particulierp(v) = 1

2v2.
Dans le casN = 2, on consid�erera le syst�eme d’Euler-Korteweg, dont l’�ecriture en

coordonn�ees eul�eriennes est

(9) (EKE)

(
@t � + @x (�u ) = 0 ;

@t u + u@xu + @x (� E(�; � x )) = 0 ;

et qui correspond �a

B = �
�

0 1
1 0

�
; Q (�; u ) = � � u ; I (�; u ) =

1
2

�u 2 ; H (�; u; � x ) = 1
2 �u 2 + E(�; � x ) :

Ce syst�eme admet une formulation formellement �equivalente en coordonn�ees lagrangiennes
de masse de la forme

(10) (EKL)

(
@t v = @yu ;

@t u = @y(� �e(v; vy)) ;

o�u dy = � dx � � u dt , �e(v; vy) = E(�; � x )=� et v = 1=� . Ce syst�eme fait �egalement partie
de la cat�egorie abstraite d�ecrite pr�ec�edemment avec

B =
�

0 1
1 0

�
; Q (v; u) = vu ; I (v; u) =

1
2

u2 ; H (v; u; vy) = 1
2u2 + �e(v; vy) :

Les deux �energies qui interviennent dans ces formulations s’�ecrivent

(11) E = F (� ) +
1
2

K (� )� 2
x ; �e= f (v) +

1
2

� (v)v2
y ;

o�u �e= v E, F = �f et � = � 5K . Pour une description plus d�etaill�ee de cette correspon-
dance, le lecteur est invit�e �a se r�ef�erer �a [ 22]. Ces deux �ecritures pr�esentent l’avantage de
mod�eliser de nombreux probl�emes physiques comme les superuides, ou encore l’optique
non-lin�eaire. Dans la suite, on s’int�eressera particuli�erement �a la version lagrangienne (10)
sans toutefois totalement oublier son correspondant eul�erien (9).

L’�equation de NLS mentionn�ee ci-dessus apparâ�t, dans sa formulationuide , comme
un cas particulier du syst�eme d’Euler-Korteweg en coordonn�ees eul�eriennes via la trans-
formation de Madelung qui s’�ecrit

 =
p

�e i’ ; ’ x = u ;

avecK (� ) = 1
4� . Le passage aux coordonn�ees lagrangiennes de masse d�etermine les choix

de non-lin�earit�es
p(v) =

1
2v2 ; avecp = � f 0 et � (v) =

1
4v4 :

2. Ondes p�eriodiques

Les �EDP hamiltoniennes admettent « g�en�eriquement » des familles d’ondes progres-
sives p�eriodiques en espace. Dans le cas qui nous int�eresse, une onde progressive qui est
p�eriodique en espace l’est �egalement en temps, tant que sa vitesse de d�eplacement est
non nulle. Dans la suite, on d�esignera simplement parondes p�eriodiques les ondes pro-
gressives p�eriodiques en espace. Les familles d’ondes p�eriodiques des EDP hamiltoniennes
vont des ondes de faible amplitude autour d’�etats stationnaires aux ondes de plus en
plus grande p�eriode dont la limite dans l’espace des phases est une boucle homocline. Les
ondes repr�esent�ees par ces boucles homoclines sont connues depuis le XIXe si�ecle comme
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des ondes solitaires. Celles-ci ont fait l’objet de recherches tr�es actives, notamment pour
la fameuse �equation de Korteweg-de Vries. Pour cette �equation par exemple, l’�etude des
familles d’ondes p�eriodiques, plus complexe, remonte �a des travaux r�ealis�es �a la �n des
ann�ees 1960 par Gardner, Green, Kruskal & Miura [58].

L’�equation de KdV a la propri�et�e particuli�ere d’être compl�etement int�egrable. Ceci
permet de construire analytiquement des ondes p�eriodiques. L’id�ee est ici d’�etudier les
ondes p�eriodiques solutions d’�equations hamiltoniennes qui ne sont pas n�ecessairement
int�egrables. Par d�e�nition, un syst�eme est dit compl�etement int�egrable s’il peut être ramen�e
par des transformations ad�equates �a la r�esolution d’�equations di��erentielles lin�eaires �a
coe�cients constants d�ecoupl�ees. C’est par exemple le cas des �equations aux d�eriv�ees
partielles lin�eaires �a coe�cients constants sur RN via les transform�ees de Fourier directe
et inverse. Dans le cas de KdV les transformations ad�equates, dites de« scattering »
directe et inverse, ont �et�e introduites par Gardner, Green, Kruskal & Miura [ 59] et sont
d�ecrites en d�etails dans [2] et [49].

On souhaite faire abstraction de la propri�et�e d’int�egrabilit�e a�n d’obtenir des infor-
mations sur des syst�emes plus complexes et/ou plus proches de la r�ealit�e. Ce manuscrit
s’inscrit dans un ensemble de travaux concernant l’�etude des propri�et�es des ces solutions
p�eriodiques et initi�es, entre autres, par Benzoni-Gavage et Rodrigues [14, 15, 16, 21, 22 ].
Ces travaux sont en partie �a l’origine du projet ANR BoND { Boundaries, Numerics and
Dispersion { qui a �nanc�e l’ensemble des recherches pr�esent�ees ici.

On s’int�eresse �a des solutions sous la forme d’onde progressive de vitessec

U (t; x ) = U (x � ct) ;

dont le pro�l U doit alors satisfaire l’�equation di��erentielle ordinaire (du fait de la relation
(7))

@x (� (H + cQ )[U ]) = 0 :

Ceci implique qu’il existe � 2 RN tel que

(12) � (H + cQ )[U ] = � � :

Remarque 0.1. La constante d’int�egration � introduite ici avec un signe moins apparâ�t
avec un signe plus dans l’article reproduit en annexe A, eq. (105). Cette di��erence de
convention ne change fondamentalement aucun r�esultat.

L’�equation (12) est une �equation d’Euler-Lagrange en x associ�ee au lagrangienL d�e�ni
par

L (U ; U x ; � ; c) = H (U ; U x ) + cQ (U ) + � � U :

Par cons�equent, elle admet comme int�egrale premi�ere la transform�ee de Legendre deL

(13) LL (U ; U x ; � ; c) = � :

L’�equation (13) peut �egalement se r�e�ecrire (avec la convention de sommation d’Einstein)

LL [U ] = S [U ] + cQ (U ) = U�;x
@H

@U�;x
[U ] � H [U ] � cQ (U ) � � � U = � :

Les param�etres � et � sont des constantes d’int�egration. Les composantes de� jouent le
rôle de multiplicateurs de Lagrange et� repr�esente un niveau d’�energie associ�e �a l’�energie
conserv�ee LL . �A partir des d�e�nitions du hamiltonien H et du moment Q , (12) s’�ecrit
en notant � = ( � v ; � u)T

(14)

(
@v I (v; u) + @vE(v; vx ) � Dx

�
@E(v;vx )

@vx

�
+ c@vQ (v; u) = � � v ;

@u I (v; u) + c@uQ (v; u) = � � u :
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Grâce �a l’hypoth�ese de stricte convexit�e de I selon la variable u, on r�e�ecrit la seconde
�equation de (14) sous la forme

T (v)u + @u I (v; 0) + cbv= � � u ; T (v) =
@2I
@u2

> 0 ; B =
�

0 b
b 0

�
; b = � 1 :

en faisant l’hypoth�ese que T ne d�epend que de la variablev, ce qui est vrai pour les
�equations (gKdV), (EKE) et (EKL) qui nous int�eressent. Ceci permet d’exprimer

u = ~u(v; c; � u) = � T (v) � 1 (@u I (v; 0) + cbv+ � u ) :

Finalement, (13) se r�eduit �a une �EDO portant sur la premi�ere composante v du pro�l U
1
2

� (v)(vx )2 + W (v; c; � ) = � :

Dans cette �equation de pro�l, la fonction

v 7! W (v; c; � ) = � f (v) � I (v; ~u(v)) � cQ (v; ~u(v)) � � � (v; ~u(v)) t ;

joue le rôle d’un potentiel au sens physique, au même titre que celui que l’on rencontre lors
de l’�etude de la position d’une masse retenue par un ressort. Ce sont donc les variations de
ce potentiel W qui permettent de d�eterminer, via l’�etude du portrait de phase, toute une
gamme d’ondes progressives p�eriodiques correspondant �a des cycles �a l’int�erieur de boucles
homoclines. Les pro�ls de ces ondes sont caract�eris�es par au plusN + 2 param�etres, la
vitesse de d�eplacementc ainsi que les constantes d’int�egration (�; � ) 2 RN +1 . En r�esum�e,
les ondes progressives p�eriodiques d’un syst�eme hamiltonien �aN �equations de la forme
(2), (4), (5), constituent g�en�eralement des familles �a N + 2 param�etres. On notera dans
la suite � la p�eriode associ�ee au pro�l U . La description pr�ecise du portrait de phase en
fonction des propri�et�es de W (et donc en fait de H ) sera donn�ee au chapitre 2, section 1,
dans le second chapitre de ce manuscrit.

3. Probl�eme de Cauchy pour l’�equation de Korteweg-de Vries quasi-lin�eaire

Comme bien souvent quand il s’agit d’�equations aux d�eriv�ees partielles, le probl�eme de
l’existence, de l’unicit�e et de la continuit�e des solutions par rapport aux donn�ees initiales est
di�cile et les r�eponses sont sp�eci�ques aux non-lin�earit�es consid�er�ees. Le syst�eme d’Euler-
Korteweg a �et�e �etudi�e par Benzoni-Gavage, Danchin & Descombes [15, 16 ]. Dans cette
th�ese, on �etudie une �equation scalaire, l’�equation de Korteweg-de Vries quasi-lin�eaire

(qKdV) @t v + @x (p(v)) + @x

� p
� (v)@x (

p
� (v)@xv)

�
= 0 ;

qui a la forme particuli�ere (2), (3), (4), (5) avec B = 1, I (v) = 0 et Q (v) = 1
2v2.

L’�equation de Korteweg-de Vries et di��erentes g�en�eralisations ont fait l’objet de nom-
breux travaux depuis cinquante ans. Pour l’�equation de KdV � = cste et p(v) = 1

2v2, Bona
& Smith [ 24] et Kato [86] ont prouv�e l’existence locale dans les espaces de SobolevH s

pour s > 3=2 ainsi que l’existence globale pours � 2. Puis, Bourgain [29] r�eduit les seuils
d’existence locale et globale �as � 0. Kenig, Ponce & Vega [88, 87 ] d�emontrent l’existence
locale pour s > 3=4 puis pour s > � 3=4 et en�n Christ, Colliander & Tao [ 37] prouvent
�a la fois l’existence locale et globale pours > � 3=4.

Concernant les di��erentes g�en�eralisations de l’�equation de KdV (gKdV), les travaux
de Kenig, Ponce & Vega [89] traitent �a la fois l’existence locale et globale. L’�equation de
KdV modi��ee (mKdV) est trait�ee par Colliander, Keel, Sta�lani, Takaoka & Tao [ 38].

La version quasi-lin�eaire sur laquelle on se concentre ici correspond �a la g�en�eralisa-
tion la plus naturelle d’une �equation hamiltonienne abstraite. Elle repr�esente le prototype
d’une �equation scalaire poss�edant assez de structure pour admettre une famille d’ondes
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p�eriodiques comme solutions sans faire n�ecessairement partie de la cat�egorie des �equations
compl�etement int�egrables. �A notre connaissance, les seuls r�esultats sur le probl�eme de
Cauchy concernent une version non-lin�eaire a priori plus g�en�erale

vt + f (vxxx ; vxx ; vx ; v) = 0 ;

et �etudi�ee par Craig, Kappeler, & Strauss dans [40] et plus r�ecemment par Linares, Ponce,
& Smith dans [93]. N�eanmoins, leurs r�esultats ont recours �a une hypoth�ese de monotonie
de la non-lin�earit�e @vxx f (vxxx ; vxx ; vx ; v) � 0, qui reviendrait dans notre cas �a consid�erer
@x � (v) � 0. Sans information a priori sur la monotonie dev, cela reviendrait pour nous �a
supposer� = cste.

Notre version inclut les g�en�eralisations semi-lin�eaires classiques gKdV en choisissant
� = 1 et p polynomiale. En particulier, p(v) = 1

2v2 correspond �a l’�equation de KdV tandis
quep(v) = 1

3v3 correspond �a l’�equation de KdV dite modi��ee (mKdV). Ces deux exemples
sont c�el�ebres pour leur appartenance �a la cat�egorie des �equations compl�etement int�egrables
[59, 98 ], ce qui n’est a priori pas le cas pour des non-lin�earit�es plus g�en�erales. On peut
n�eanmoins noter qu’il existe un exemple de cas� non constant pour lequel (qKdV) est
compl�etement int�egrable, plus pr�ecis�ement � (v) = " 2

12(v + a) � 3, avec a 2 R, " > 0 et
p(v) = v2

2 . Cette propri�et�e a �et�e mise en �evidence par Dubrovin [ 48].
Concernant (qKdV), on prouve dans le premier chapitre de ce manuscrit l’existence

et l’unicit�e d’une solution dans des espaces de Sobolev d’indice su�samment �elev�e, ainsi
que la continuit�e de cette solution vis-�a-vis de la donn�ee initiale. Ce r�esultat est obtenu en
grande partie grâce �a l’utilisation astucieuse dejauges. Cette technique introduite par Lim
& Ponce [92] a �et�e d�evelopp�ee par Kenig, Ponce & Vega [ 90], puis par Benzoni-Gavage,
Danchin & Descombes [15, 16 ]. Elle consiste �a tirer pro�t de propri�et�es de structure de
l’�equation, en particulier l’antisym�etrie du terme dominant, a�n d’�etablir des estimations a
priori. La technique de jauge intervient principalement dans le but de contrôler les termes
sous-principaux. Le th�eor�eme qui sera d�emontr�e dans le premier chapitre de ce manuscrit
s’�enonce ainsi

Th�eor�eme 0.1. Si p = � f 0 : I � R ! R est de classeC k+1 sur l’intervalle ouvert I avec
k � 4, et si � : I ! R+ � est de classeC k+2 , alors pour tout v0 2 H k (R), l’image de v0
�etant incluse dans l’intervalle J �� I , il existe un tempsT > 0 et un unique

v 2 C (0; T ; H k (R)) \ C1(0; T ; H k � 3(R))

solution de (qKdV) avec pour donn�ee initiale v0. De plus, l’application v0 7! v est continue
de H k (R) dans C (0; T ; H k (R)) \ C1(0; T ; H k � 3(R)) .

La preuve de ce th�eor�eme pr�esent�ee dans le premier chapitre de ce manuscrit ne tire
parti que de la structure de l’�equation qKdV et n’utilise aucune estimation de disper-
sion. Rien ne nous empêche de consid�erer le même probl�eme pos�e sur le toreR=� Z pour
n’importe quelle p�eriode � > 0. Une preuve totalement similaire fournirait alors le même
r�esultat d’existence.

De plus, même si notre th�eor�eme est v�eri��e pour des indices entiers k � 4, on pourra
sans nul doute �etendre celui-ci �a des indices non-entiers en relâchant la contraintek >
3 + 1=2.

Ce th�eor�eme d’existence locale repr�esente la premi�ere �etape pour l’�etablissement d’un
r�esultat d’existence de solution avec une condition initiale qui serait une perturbation
localis�ee d’une fonction de r�ef�erence r�eguli�ere, born�ee et dont les d�eriv�ees seraient born�ees.
Le choix de la fonction de r�ef�erence comme un pro�l p�eriodique serait alors adapt�e aux
�etudes de stabilit�e non-lin�eaire. Il est apparu que la technique de jauge d�eploy�ee n’est pas
adapt�ee �a ce type de probl�ematique. Les fonctions d�e�nissant les jauges sont plus di�ciles
�a construire et ne d�ependent plus que de la solution mais aussi du pro�l de r�ef�erence. Ces
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di�cult�es sont encore accrues lorsque ces deux solutions ont des propri�et�es de localisation
di��erentes. La propri�et�e de p�eriodicit�e, utilis�ee telle que dans [ 109], devrait rendre possible
le calcul de jauges adapt�ees et faciliter les estimations qu’elles soul�event.

4. Notions de stabilit�e des ondes p�eriodiques

D’un point de vue plus physique, le plus important est certainement la stabilit�e des
solutions. La continuit�e par rapport �a la donn�ee initiale sur un intervalle de temps �ni �x�e
comme �etablie dans le Th�eor�eme 0.1 peut être pens�ee comme un r�esultat de stabilit�e. Il
s’agit de la stabilit�e au sens d’Hadamard, celle qui assure qu’une solution pourra être e�ec-
tivement physiquement observ�ee au moins sur un temps court. Par la suite on s’int�eressera
plutôt �a la stabilit�e au sens de Lyapunov qui assure que la solution pourra être observ�ee
sur un temps in�ni. Les solutions stables au sens de Lyapunov ont une chance de jouer
un rôle particulier dans la dynamique en temps long. Lespropri�et�es de stabilit�e des ondes
p�eriodiques sont l’une des principales motivations des travaux entrepris au cours de cette
th�ese. En comparaison, la th�eorie de la stabilit�e des ondes p�eriodiques est beaucoup moins
d�evelopp�ee que celle des ondes solitaires, dont l’�etude fut entam�ee par Boussinesq en 1872
[30]. Des avanc�ees majeures ont �et�e obtenues r�ecemment concernant les ondes p�eriodiques
d’ �EDP dissipatives. Ces r�esultats concernent les syst�emes de r�eaction-di�usion [46] et les
syst�emes de loi de conservation et visqueux [101, 78 ]. Pour les �EDP dispersives, en l’ab-
sence de dissipation, on pense notamment aux travaux de Zumbrun, Kapitula, Bronski &
Johnson [80, 77, 32, 33 ] et aux derniers d�eveloppements obtenus par Benzoni-Gavage,
Noble & Rodrigues [21, 22 ], qui sont �a l’origine de cette th�ese.

Comment d�e�nir la stabilit�e d’une onde p�eriodique ? Prenons d�ej�a le cas beaucoup plus
simple d’une solution stationnaire d’�equation di��erentielle ordinaire ( �EDO)

dv
dt

= f (t; v ) ;

avec f (�; 0) = 0. Pour d�e�nir la stabilit�e de l’�etat d’�equilibre v = 0 on a plusieurs possibi-
lit�es.

Une fa�con naturelle de d�e�nir la stabilit�e d’un �equilibre est de demander que pour
n’importe quel voisinageV de l’�equilibre, il existe un voisinage V0 portant sur la donn�ee
initiale tel que la solution v(t) associ�ee �a v0 2 V0 appartienne �a V pour tout t � 0. On parle
alors parfois de stabilit�e neutre ou born�ee. Si on demande de plus que pour une donn�ee
initiale dans un voisinageV 0

0 � V0, la solution associ�ee tende vers l’�equilibre quandt ! 1 ,
on parle de stabilit�e asymptotique.

Quand le probl�eme que l’on consid�ere est non-lin�eaire, on parle destabilit�e non-lin�eaire
(neutre ou asymptotique) tandis que l’on r�eserve le terme stabilit�e lin�eaire (neutre ou
asymptotique) pour d�esigner cette même propri�et�e lorsqu’elle porte sur l’�equation lin�eari-
s�ee

dv
dt

= D f (t; 0) v :

Une derni�ere notion, plus alg�ebrique, est celle de lastabilit�e spectrale. On parle destabilit�e
spectrale neutresi le spectre de l’op�erateur lin�earis�e autour de l’�equilibre v = 0 est inclus
dans le demi-plan gauche ferm�e du plan complexe. On parle destabilit�e spectrale stricte
lorsque cette inclusion �a lieu dans le demi-plan gauche ouvert.

Toutes ces notions de stabilit�e ne sont pas ind�ependantes et le sch�ema 0.1 illustre
les implications reliant chacune d’entre elles dans le cas des�EDO en dimension �nie. On
d�emontre �egalement que la stabilit�e lin�eaire neutre est �equivalente �a la stabilit�e spectrale
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Figure 0.1. Sch�ema repr�esentant les implications entre les notions de sta-
bilit�e des �equilibres d’ �EDO en dimension �nie.

neutre dans le cas o�u l’on impose aux valeurs propres imaginaires pures d’être semi-simples.
C’est aussi sous cette hypoth�ese que la th�eorie de Lyapunov lie stabilit�e spectrale et sta-
bilit�e non-lin�eaire. Ces liens suppl�ementaires sont repr�esent�es en pointill�es. Pour plus de
d�etails sur ces notions, voir [7].

Dans le cas d’�equations aux d�eriv�ees partielles il est souvent di�cile de d�emontrer de
telles relations entre les di��erentes notions de stabilit�e. En particulier, il n’existe pas de
r�esultat g�en�eral concernant l’implication entre stabilit�e spectrale et stabilit�e non-lin�eaire
dans le cas des�EDP. De plus, pour les syst�emes hamiltoniens, on ne peut pas esp�erer mieux
qu’une stabilit�e neutre au niveau spectral comme on le verra ci-dessous. On se passera
donc de la d�enomination neutre pour d�esigner les notions spectrales et non-lin�eaires. Les
�equations qui sont l’objet de cette th�ese sont �egalement invariantes par translation. Cette
propri�et�e essentielle pour l’existence d’ondes progressives p�eriodiques nous force �a assouplir
les notions de stabilit�e. On parle alors destabilit�e orbitale en r�ef�erence aux orbites d�ecrites
par ces ondes dans l’espace des phases.

D�e�nition 0.2. On dit qu’un pro�l U solution de (12)-(13) est conditionnellement orbi-
talement stable pour une certaine norme fonctionnellek � k si pour tout " > 0, il existe
� > 0 tel que, pour toute condition initiale U 0 satisfaisant kU 0 � U k < � , si on note T le
temps maximal d’existence de la solutionU : t 7! U (t; �) de (2) avecU (0) = U 0, alors

inf
s2 R

kU (t; �) � U (� + s)k < " ; 8t 2 [0; T ) :

L’adverbe« conditionnellement» dans la d�e�nition 0.2 pointe le fait que contrairement
�a ce qu’il se passe en dimension �nie, l’existence globale des solutions perturb�ees n’est pas
automatiquement assur�ee. Cela permet autant que possible de s�eparer les propri�et�es dont
on pense qu’elles rel�event de la stabilit�e de la solutionU de celles associ�ees au caract�ere
bien pos�e de l’�equation puisqu’en g�en�eral, la norme k � k n’est pas celle dans laquelle le
probl�eme de Cauchy est localement bien pos�e. Dans ce qui suit, on consid�erera un cadre
fonctionnel pour lequel le pro�l U et la condition initiale U 0 sont p�eriodiques de mêmes
p�eriodes.

On mesure en quelque sorte une distance entre classes d’�equivalence de solutions mo-
dulo les translations spatiales. Autour des ondes progressives p�eriodiques consid�er�ees dans
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tout l’espace, on s’attend �a devoir encore assouplir la notion de stabilit�e orbitale pour la
notion de stabilit�e modul�ee en espaced�evelopp�ee dans [107, 78 ]. Dans ce cas, on n’auto-
rise plus uniquement des translations uniformes mais des changements de variables plus
complexes, qui restent localement proches d’être des translations uniformes, et on mesure
une distance entre le pro�l U et la solution perturb�ee par

inf
 inversible

k(U �  ) ( t; �) � U k + k@x ( � IdR)k ; 8t 2 [0; T ) :

Dans cette th�ese, o�u l’on ne consid�ere au niveau non lin�eaire que des conditions de bord
p�eriodiques, la notion de stabilit�e orbitale sera n�eanmoins su�sante.

Par invariance par translation, les ondes progressives p�eriodiquesU (t; x ) = U (x � ct)
solutions de (2) v�eri�ent l’�equation dans le rep�ere mobile �a la vitesse c

@t U � c@xU = J (� H [U ]) ;

qui s’�ecrit de mani�ere �equivalente grâce �a (7)

(15) @t U = J (� (H + cQ ) [U ]) ;

et qui admet U = U (x) comme solution stationnaire. En lin�earisant (15) autour du pro�l
U , on obtient le syst�eme

@t U = B @x (A U ) ;
o�u A = Hess(H + cQ )[U ] d�esigne la hessienne de l’op�erateurH + cQ , avec

HessQ [U ] = B � 1 ;

(HessH [U ] U ) � =
@2H

@U� @U�
U� +

@2H
@U� @U�;x

U�;x � Dx

�
@2H

@U�;x @U�
U� +

@2H
@U�;x @U�;x

U�;x

�
;

o�u toutes les d�eriv�ees secondes deH sont �evalu�ees en (U ; U x ). Par d�e�nition, la stabi-
lit�e spectrale de U d�epend du spectre de l’op�erateur A = J A = B @xA sur l’espace
fonctionnel sur lequel il op�ere.

D�e�nition 0.3. Si le spectre de l’op�erateur di��erentiel A agissant sur L 2(R) est inclus
dans le demi-plan ferm�e gauche du plan complexe alors le pro�lU sera dit spectralement
stable. En revanche, s’il y a du spectre strictement �a droite de l’axe imaginaire, le pro�l
sera spectralement instable.

L’op�erateur J �etant anti-sym�etrique, tandis que l’op�erateur A est sym�etrique, le
spectre ponctuel deA est compos�e de quadruplets (z; � z; �z; � �z) et donc il ne peut y avoir
stabilit�e spectrale que si le spectre est sur l’axe imaginaire du plan complexe. L’op�erateur
A est �a coe�cients �-p�eriodiques, o�u � d�esigne la p�eriode du pro�l U .

Un outil adapt�e �a l’�etude du spectre des op�erateurs �a coe�cients p�eriodiques est la
d�ecomposition de Floquet-Bloch. �A l’op�erateur di��erentiel A �a coe�cients � -p�eriodiques,
on peut associer une famille d’op�erateursA � agissants surL 2(R=� Z) par

A � = e� i� �A ei� � ; � 2 R=(2k� )Z ;

o�u k = 1=� est le nombre d’onde. De mani�ere �equivalente, en identi�ant op�erateur dif-
f�erentiel et symbole, A � (�; @x ) = A (�; @x + i� ). La d�ecomposition de Floquet-Bloch est
li�ee �a la th�eorie de Floquet pour l’�etude des �EDO �a coe�cients p�eriodiques dans la-
quelle � � 2 R=2� Z est appel�e exposant de Floquet. La recherche de fonctions propres
co-p�eriodiques, c’est-�a-dire de même p�eriode que l’op�erateur A (ou que le pro�l U qui le
d�e�nit) correspond �a l’�etude de l’exposant de Floquet � = 0. C’est grâce �a la d�ecompo-
sition de Floquet-Bloch que l’�etude de stabilit�e de solutions p�eriodiques de syst�emes de
lois de conservation visqueux a pu aboutir [78, 79 ]. La propri�et�e qui nous int�eresse en
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particulier concerne le lien entre le spectre de l’op�erateurA et celui de la famille A � . On
a la relation suivante

(16) � (A ) =
[

� 2 [� �= � ;�= �]

� (A � ) :

L’avantage de la d�ecomposition (16) est que le spectre de chaque op�erateurA � est compos�e
de valeurs propres isol�ees et de multiplicit�e �nie, chacune d�ependant continûment de la
variable � [60].

Bien que les probl�emes de stabilit�e (non lin�eaire ou spectrale) d’ondes p�eriodiques
soient plus naturellement pos�es dans tout l’espace, au niveau non lin�eaire on se restreindra
�a des perturbations co-p�eriodiques, c’est-�a-dire de même p�eriode que l’onde de r�ef�erence.
Au niveau spectral cela correspond �a se restreindre �a l’exposant de Floquet� = 0, alors que
le probl�eme dans tout l’espace mobilise l’ensemble des exposants de Floquet. On pr�esente
ci-dessous une condition su�sante de stabilit�e non-lin�eaire vis-�a-vis de perturbations co-
p�eriodiques.

Des r�esultats de stabilit�e orbitale co-p�eriodique ont pu être obtenus par Gallay &
H�ar�agu�s pour l’�equation de NLS [ 55]. Concernant l’�equation de KdV, les r�esultats de
stabilit�e non-lin�eaire sont dus entre autres �a Angulo Pava, Bona & Scialom [ 6]. Les travaux
de Angulo Pava [4] concernent les �equations de NLS et de mKdV. La stabilit�e orbitale
pour l’�equation de Boussinesq est trait�ee par Arruda [8]. Concernant (gKdV), la stabilit�e
orbitale et co-p�eriodique a �et�e �etudi�ee par Johnson [ 77].

Bien que d’autres types de perturbations soient �evoqu�es dans ce manuscrit, une grande
partie des r�esultats d�etaill�es ci-dessous sont obtenus sous l’hypoth�ese de co-p�eriodicit�e. Des
r�esultats de stabilit�e orbitale ont �et�e �etablis pour des perturbations dont la p�eriode est un
multiple de celle de l’onde de r�ef�erence. On parle alors de perturbationsous-harmonique.
Pour l’�equation de NLS, voir les travaux de Bottman Deconinck & Nivala[ 27] et ceux de
Gallay & Pelinovsky [57]. La stabilit�e orbitale sous-harmonique de l’�equation de KdV est
trait�ee par Deconinck & Kapitula [ 42] et celle de l’�equation mKdV par Deconinck & Nivala
[44]. Concernant la stabilit�e spectrale sous perturbations born�ees, l’�equation de KdV est
trait�ee par Bottman & Deconinck [ 26].

On verra ci-dessous que l’on peut �egalement d�e�nir la notion de stabilit�e modulatio-
nelle. Cette notion sp�eci�que aux ondes p�eriodiques est li�ee �a la th�eorie des modulations
introduite par Whitham [ 121]. En r�ealit�e, on parle plus souvent d’instabilit�e modulation-
nelle, comme celle mise en �evidence par Benjamin & Feir [11] dans leur �etude des ondes
de Stokes. Un large panel de manifestations physiques de ce type d’instabilit�e est pr�esent�e
dans l’article de Zakharov & Ostrovsky [126].

5. Crit�eres de stabilit�e et int�egrale d’action

On souhaite �etablir une caract�erisation simple des propri�et�es de stabilit�e d’une onde
p�eriodique donn�ee de p�eriode � et de pro�l U en utilisant les param�etres (�; � ; c) 2 RN +2

qui d�e�nissent le pro�l de l’onde. L’�etude se restreint toujours aux cas N = 1 ou 2, tout
en conservant une libert�e totale sur le choix des non-lin�earit�es. En pratique, l’objectif est
d’�etablir des crit�eres sous forme d’un ensemble de conditions n�ecessaires ou su�santes de
stabilit�e ou d’instabilit�e et qui pourront être �evalu�ees num�eriquement. L’expression de ces
crit�eres de stabilit�e a �et�e obtenue �a partir de travaux entam�es par Benzoni-Gavage, Noble
& Rodrigues [21, 22 ] et poursuivis pendant cette th�ese. Les crit�eres de stabilit�e et leur
exploitation num�erique ont fait l’objet d’une publication [ 20], reproduite en annexe A, et
sont pr�esent�es dans le second chapitre de ce manuscrit.
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Comme dans le cas des solutions stationnaires d’�EDO, l’id�ee est de tirer pro�t de la
th�eorie de Lyapunov. Les di�cult�es inh�erentes aux �EDP sont trait�ees par l’approche de
Grillakis-Shatah-Strauss. Celle-ci permet d’�etablir un crit�ere pour que la fonctionnelle

F ( �; � ;c) : U 7!
Z �

0
(H [U ] + cQ (U ) + � � U + � ) dx ;

admette un minimum local en U , non pas sur son espace de d�e�nitionH1 = H 1(R=� Z) �
(L 2(R=� Z))N � 1 mais sur une vari�et�e contrainte H1 \ C , avec

C =
�

U 2 (L 2(R=� Z))N ;
Z �

0
U dx =

Z �

0
U dx ;

Z �

0
Q (U )dx =

Z �

0
Q (U )dx

�
:

Les contraintes sont li�ees au fait que les int�egrales
R�

0 U dx et
R�

0 Q (U )dx sont conserv�ees
le long des solutions � -p�eriodiques de (2). Cette approche est bien connue dans le cas
des solitons [67], pour lesquels elle a permis d’�etablir un crit�ere de stabilit�e impliquant la
d�eriv�ee seconde du moment de Boussinesq par rapport �a la vitesse du solitonM cc > 0 o�u

M (c) =
Z + 1

�1
(H [U 1 ] + cQ (U 1 ) + � 1 � U 1 + � 1 ) dx ;

les param�etres � 1 et � 1 �etant d�etermin�es par la vitesse c et l’�etat �a l’in�ni du soliton de
pro�l U 1 . Pour une onde p�eriodique de pro�l U , la valeur de F ( �; � ;c) au pro�l U d�e�nit
la fonction

(17) �( �; � ; c) =
Z �

0
(H [U ] + cQ (U ) + � � U + � ) dx ;

qui joue le rôle deM (c). On verra que � est une int�egrale d’action et qu’elle joue un rôle
absolument central pour l’�etude des propri�et�es de stabilit�e des ondes p�eriodiques. L’id�ee
est de caract�eriser le comportement deF ( �; � ;c) au voisinage deU grâce aux propri�et�es
de la matrice hessienne de �, en cherchant une condition pour que l’op�erateurA =
Hess(H + cQ )[U ] soit positif sur

TU C =
�

U 2 (L 2(R=� Z))N ;
Z �

0
U � r U Q (U )dx = 0 ;

Z �

0
U dx = 0

�
:

On a ainsi �etabli la pseudo-alternative suivante, impliquant la signature n�egative
n(Hess�) de la matrice Hess�, c’est-�a-dire le nombre de valeurs propres n�egatives en
comptant leur multiplicit�e.

Th�eor�eme 0.2. Soit N 2 f 1; 2g et H de la forme (4)-(5). On fait les hypoth�eses suivantes

(1) Il existe un ouvert 
 de RN +2 et une famille de pro�ls p�eriodiques U param�etr�es
par (�; � ; c) 2 
 solutions des �equations de pro�l (12)-(13). De plus, si on note �
la p�eriode du pro�l U

(�; � ; c) 2 
 7! (U ; �) 2 C2
b (R) � R

est continument di��erentiable.
(2) La p�eriode � est une fonction strictement monotone du param�etre � (� � 6= 0 ) et

l’int�egrale d’action � d�e�nie par (17) est telle que la matriceHess�( �; � ; c) est
inversible pour tout (�; � ; c) 2 
 .

(3) Pour toute p�eriode � dans l’ensemble des p�eriodes atteintes sur
 , il existe un sous-
espace denseH � de

�
L 2(R=� Z)

� N et un ouvert deH � sur lequel la fonctionnelle

U 7!
Z �

0
H [U ] dx
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est de classeC2, et si on note h�; �i le crochet de dualit�e entre H0
� et H � , il existe

un r�eel � > 0 tel que

kU k2
H�

= hHessH [U ]U ; U i + � kU k2
L 2

d�e�nisse une norme �equivalente sur H � , uniform�ement selon les param�etres carac-
t�erisants le pro�l (U ; �) .

(4) Pour toute p�eriode � dans l’ensemble des p�eriodes atteintes sur
 , il existe un
sous-espace denseW � de H � pour lequel le probl�eme de Cauchy associ�e �a(2) est
localement bien pos�e.

Alors on a la pseudo alternative suivante : pour tout(�; � ; c) 2 

| si n(Hess�( �; � ; c)) � N = 0 , alors l’onde associ�ee est orbitalement stable,
| si n(Hess�( �; � ; c)) � N est impair, alors l’onde associ�ee est spectralement instable.

Ce th�eor�eme est d�emontr�e dans l’article reproduit reproduit �a l’annexe A (voir rq.
A.9).

La d�emonstration de la premi�ere partie de ce th�eor�eme s’appuie sur un r�esultat de na-
ture alg�ebrique [105, 84 ] qui lie les signatures n�egatives de la hessienne de la fonctionnelle
F ( �; � ;c) que l’on essaie de minimiser avec et sans contraintes avec la signature n�egative de
la matrice jacobienne des contraintes.

La partie concernant l’instabilit�e spectrale co-p�eriodique repose sur un calcul de fonc-
tion d’Evans pour l’exposant de Floquet � = 0. Le probl�eme spectral que l’on consid�ere se
pr�esente en e�et sous la forme

(18) zU = A U ; z 2 C ;

ce qui revient �a chercher des solutions de typeeztU (x) de (2). Les fonctions propresU
sont solutions d’un syst�eme d’�EDO en x dont on note F (�; z) la solution fondamentale. La
fonction d’Evans dont on calcule le d�eveloppement est d�e�nie par

D (z) = det( F (� ; z) � F (0; z)) :

Les solutions du probl�eme spectral (18) sont donn�ees parD (z) = 0. Par des d�eveloppe-
ments asymptotiques de cette fonction d’Evans quandjzj ! 0 et quand z est r�eel et tend
vers +1 , on obtient une condition su�sante d’instabilit�e spectrale

(� 1)N det(Hess�) < 0 ;

ce qui �equivaut dans le casN = 1 ou N = 2 �a n(Hess�) � N impair. Des calculs de
fonction d’Evans de ce type apparaissent �egalement dans les travaux de Bronski, Johnson
& Kapitula [ 33, 34 ], qui traitent de l’instabilit�e spectrale de l’�equation de KdV g�en�eralis�ee.

6. Modulations �a la Whitham

L’int�egrale d’action � apparâ�t aussi naturellement dans la th�eorie des modulations
introduite par Whitham en 1965 [121]. Cette th�eorie est la base d’une autre notion de
stabilit�e associ�ee aux ondes p�eriodiques : la stabilit�e modulationnelle. �A partir de para-
m�etres « physiques» des ondes comme le nombre d’onde local, la moyenne et la moyenne
du moment

k = 1
� ;

M = k
R�

0 U dx ;

P = k
R�

0 Q (U )dx ;
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on consid�ere une perturbation les faisant �evoluer plus lentement que l’oscillation du pro�l
lui-même.

Sous l’hypoth�ese que l’application (�; � ; c) 7! (k; M ; P ) soit un di��eomorphisme (voir
[21, Cor. 1]), les solutions de (2) sous forme d’onde progressive p�eriodique sont param�etr�ees
par (k; M ; P )

U (t; x ) = U (k;M ;P ) (kx + ! (k; M ; P )t) ;
o�u c = c(k; M ; P ) d�esigne la vitesse! = ! (k; M ; P ) = � k c(k; M ; P ) la pulsation locale et
o�u l’on a not�e explicitement la d�ependance du pro�l U par rapport aux param�etres. On
s’int�eresse �a des solutions de (2) sous la forme de train d’onde lentement modul�e

U (t; x ) = U (k;M ;P )( "t;"x )
�

� ("t; "x )
"

�
+ O(" ) ;

o�u la fonction � est une phase que l’on d�ecrit plus loin. Par di��erentes m�ethodes (voir
le livre de Whitham [123]), on peut obtenir formellement un syst�eme de (N + 2) lois de
conservation suppos�e r�egir l’�evolution de ( k; M ; P ) sur les grandes �echelles de temps et
d’espace. On l’appellele syst�eme d’�equations modul�ees de Whitham. Ce sont des �equations
moyenn�ees. Elles peuvent être obtenues en e�ectuant un d�eveloppement asymptotique
formel

(19) U (t; x ) = U 0(T; X; � (T; X )=") + � U 1(T; X; � (T; X )=") + o(" ) ; " ! 0 ;

dans lequel on introduit des variables temporelle et spatiale lentes,T = "t et X = "x et
les pro�ls U 0 et U 1 sont p�eriodiques en la phase’ = �=" .

�A la phase � = � (T; X ) on associe

� X = k ; � T = ! = � ck ;

o�u k est le nombre d’onde local et! la pulsation locale, d�ependant de (X; T ), tout comme
c. On suppose que la phase est deux fois di��erentiable, ce qui fournit la premi�ere �equation
modul�ee

(20) @T k + @X ! = 0 :

Les deux �equations suivantes sont obtenues en injectant le d�eveloppement asymptotique
(19) dans (2) et (6), ainsi qu’en utilisant les relations de d�erivation @t = "@T + !@’ et
@x = "@X + k@’ . �A partir de ces relations de d�erivation, on obtient �egalement la relation

(� H [U ]) � =
@H
@U�

� kD’

�
@H

@U�;x

�
� "DX

�
@H

@U�;x

�
;

et ainsi l’�equation (2) devient

"@T U + !@’ U = B ("@X + k@’ ) ( � H (U ; "U X + kU ’ )) :

En se rappelant queU = U 0 + "U 1 + o(" ), on regroupe maintenant les termes par ordre
de " . L’�equation d’ordre z�ero fournit

! B � 1@’ (U 0
� ) � k@’

�
@H
@U�

� kD’

�
@H

@U�;x

��
= 0 ;

les d�eriv�ees du hamiltonien �etant toutes �evalu�ees en ( U 0; kU 0
’ ). Cette �equation s’�ecrit de

mani�ere �equivalente

(21) @’
�
G0 + c V0�

= 0 ;

o�u

G0
� =

@H
@U�

� kD’

�
@H

@U�;x

�
; V 0

� =
@Q
@U�

=
�
B � 1U 0�

� :
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L’�equation (21) est en r�ealit�e �equivalente �a l’�equation de pro�l (12) via le changement
d’�echelle X = "x . Plus pr�ecis�ement, G0 + cV0 = � � entraine que

U 0(T; X; ’ ) = U (k;M ;P )( T;X ) (’ ) :

�A l’ordre O(" ), on obtient

@T U 0
� = B @X

�
@H
@U�

� kD’

�
@H

@U�;x

��
+ B k@’ F 1 ;

o�u les d�eriv�ees du hamiltonien sont toujours �evalu�ees en ( U 0; kU 0
’ ) et le terme F 1 regroupe

les apparitions de U 1. Ce qui nous int�eresse particuli�erement ici, c’est qu’un calcul de
moyenne pour ’ 2 [0; 1], not�ee h�i, permet d’annuler les termes faisant intervenirU 1 par
p�eriodicit�e. Il reste alors

(22) @T


U 0�

= B @X


G0�

;

La derni�ere �equation du syst�eme modul�e peut être obtenue �a partir de l’�equation de conser-
vation du moment (6). On proc�ede de la même mani�ere que pr�ec�edemment, on injecte
l’ansatz du d�eveloppement asymptotique de la solution, on regroupe les termes suivant
leur ordre en " et on calcule une moyenne pour’ 2 [0; 1]. On obtient

(23) @T


Q (U 0)

�
= @X



S 0�

;

o�u (toujours avec la convention de sommation d’Einstein)

S 0 = U 0 � G0 � H (U 0; kU 0
’ ) +

@H
@U�;x

k(U 0
’ ) � :

Finalement, le syst�eme modul�e de Whitham est un syst�eme compos�e de lois de conser-
vation du premier ordre portant sur les inconnues (k; M ; P ) regroupant les �equations (20),
(22) et (23)

(24)

8
>><

>>:

@T k = � @X (ck) ;

@T M = B @X


G0�

;

@T P = @X


S 0�

;

o�u M =


U 0�

et P =


Q (U 0)

�
. L’obtention de ce syst�eme est d�etaill�ee dans [22, x 2:1].

On peut r�e�ecrire les ux du membre de droite en faisant apparâ�tre plus explicitement les
param�etres (k; M ; P ) en utilisant les �equations de pro�l (12) et (13)



G0�

=
D

� cB � 1U (k;M ;P ) � �
E

= � cB � 1M � � ;



S 0�

=
D

� � cQ (U (k;M ;P ) )
E

= � � cP :

Il est d�elicat de faire le lien entre perturbation de la donn�ee initiale du probl�eme (2)
et donn�ee initiale associ�ee au syst�eme (24). Il n’est en g�en�eral pas simple de construire
une donn�ee initiale adapt�ee �a l’anzats (19) �a partir d’une donn�ee initiale g�en�erale de (2).
Pour le calcul de conditions initiales bien pr�epar�ees dans le cadre de lois de conservation
visqueuses, on peut voir [78, Th. 1:12 & Rq. 1:14].

Les �equations moyenn�ees (24) sont suppos�ees d�ecrire l’�evolution lente des param�etres
du pro�l U (k;M ;P ) et sont �a l’origine d’une nouvelle d�e�nition de stabilit�e.

D�e�nition 0.4. On dira que l’onde p�eriodique U est modulationnellement stable si les
�equations modul�ees de Whitham (24) sont hyperboliques au point(k; M ; P ) correspondant
�a U .
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Des instabilit�es modulationnelles ont �et�e mises en �evidence par Benjamin & Feir [ 11]
dans le cas des ondes de Stokes ou encore par Zakharov & Ostrovsky [126]. Les �equations
modul�ees sont �egalement �a la base de l’�etude des chocs dispersifs [52] d�ecrite ci-dessous.
Rappelons que dans cette th�ese, on �etudie le cas des ondes p�eriodiques de syst�emes hamil-
toniens de une ou deux �equations (N = 1 ou 2).

Comme dans le cas de la stabilit�e orbitale, on cherche �a �etablir une caract�erisation
simple de la stabilit�e modulationnelle, sous forme de crit�ere que l’on pourra �evaluer nu-
m�eriquement. C’est dans ce cadre que l’on exploite de nouveau l’int�egrale d’action

�( �; � ; c) =
Z �

0
(H [U ] + cQ (U ) + � � U + � ) dx :

D’apr�es l’�equation de pro�l (13) et sous r�eserve de r�egularit�e du hamiltonien H , on peut
r�e�ecrire cette int�egrale sous la forme

�( �; � ; c) =
I

@H
@vx

(U ; vx )dv ;

qui est une int�egrale le long de l’orbite associ�ee �a v dans le plan (v; vx ). Tant que l’appli-
cation (�; � ; c) 7! (U ; �) est r�eguli�ere, on peut calculer les d�eriv�ees premi�eres de l’action
et l’on trouve, parce que c’est une int�egrale d’action,

@�
@�

= � =
1
k

;
@�
@c

=
Z �

0
Q (U )dx =

P
k

; r � � =
Z �

0
U dx =

M
k

:

On montre [21, Prop. 1 & 2, Cor. 1] que l’on peut r�e�ecrire le syst�eme de Whitham (24)
pour qu’il porte sur les variables (�; � ; c)

(25)

8
>><

>>:

@T (@� �) + c@X (@� �) � (@� �) @X c = 0 ;

@T (r � �) + c@X (r � �) + ( @� �) B @X � = 0 ;

@T (@c�) + c@X (@c�) � (@� �) @X � = 0 :

qui se r�e�ecrit sous forme matricielle avec W T = ( �; � T ; c)

Hess� @T W + ( cHess� + � � S) @X W = 0 ;

avec

S =

0

BBBBB@

0 0 � � � 0 � 1
0 0
... B

...
0 0

� 1 0 � � � 0 0

1

CCCCCA
:

En supposant de plus la matriceHess� inversible, on peut r�e�ecrire le syst�eme modul�e sous
forme quasi-lin�eaire

@T W + D @X W = 0 :
o�u la matrice D de taille N + 2 est d�e�nie par

(26) D = c Id + � ( Hess�) � 1 S :

Les variables (�; � ; c) pr�esentent l’avantage de donner un syst�eme « ferm�e » (25) et
rendent possible l’exploration num�erique. En pratique, la stabilit�e modulationnelle d’un
pro�l donn�e pourra donc être explor�ee num�eriquement �a travers le spectre de la matrice D .
Si le spectre de cette matrice est r�eel, alors le syst�eme est hyperbolique et l’onde associ�ee
est modulationnellement stable.

Malgr�e son apparence sym�etrique, le syst�eme quasi-lin�eaire (25) n’appartient pas en
g�en�eral �a la classe des syst�emes hyperboliques sym�etrisables, puisque la matriceHess�
n’est pas n�ecessairement d�e�nie positive. En r�ealit�e, cette propri�et�e est essentiellement
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Figure 0.2. Sch�ema repr�esentant les relations entre les notions de stabilit�e
des solutions p�eriodiques d’�EDP.

incompatible avec le crit�ere de stabilit�e co-p�eriodique du th�eor�eme 0.2.

Les travaux concernant le crit�ere de stabilit�e modulationnelle ont �et�e entam�es par
Benzoni-Gavage, Noble & Rodrigues [21, 22 ] puis d�evelopp�es pendant cette th�ese. L’ob-
tention de ce crit�ere et son exploitation num�erique sont d�etaill�ees dans le second chapitre
de ce manuscrit.

La notion de stabilit�e modulationnelle semble �a premi�ere vue n’avoir aucun lien avec
les notions de stabilit�e spectrale et de stabilit�e orbitale. C’est �a travers la th�eorie de G.
Floquet d�ecrite ci-dessus que l’on peut connecter stabilit�e spectrale« side-band» et stabi-
lit�e modulationnnelle. Le terme side-band est utilis�e pour d�ecrire les exposants de Floquet
proches de� = 0 qui apparaissent dans la d�ecomposition de Floquet-Bloch (16). D’apr�es
[22, Th. 1], une condition n�ecessaire pour qu’une onde p�eriodique soit spectralement stable
vis-�a-vis de perturbations side-band est qu’elle soit modulationnellement stable. Ce r�esul-
tat semble avoir �et�e consid�er�e comme acquis depuis les travaux de Whitham même [121],
et de Zakharov [125], mais aucune preuve rigoureuse n’avait �et�e donn�ee avant les ann�ees
2000. Il est d�emontr�e dans un cadre hamiltonien g�en�eral par une m�ethode perturbative
qui lie la matrice du syst�eme (24) �a un d�eveloppement impliquant la famille d’op�era-
teurs (A � ) � 2 R=2� � Z apparaissant dans la d�ecomposition de Floquet-Bloch. Les travaux
de Bronski, Zumbrun & Johnson [80, 32 ] avaient d�ej�a �etabli un tel lien pour l’�equation
(gKdV) et ceux de Serre [115] pour les syst�emes de lois de conservation visqueux. La �gure
0.2 illustre les di��erentes relations entre les notions de stabilit�e, cette fois dans le cas des
ondes p�eriodiques solutions d’�EDP.

Un d�efaut majeur de la formulation quasi-lin�eaire pr�ec�edente du syst�eme de Whitham
est que les di��erentes d�eriv�ees de l’action @� � = 1 =k, r � � = � hU i et @c� = � Q (U )
tendent vers l’in�ni �a mesure que l’on s’approche de la limite soliton, c’est-�a-dire quand
k ! 0 ou de mani�ere �equivalente quand � ! + 1 . Ces divergences sont un obstacle
pour l’�etude des chocs dispersifs par les modulations telle qu’elle sera d�ecrite ci-dessous.
C’est pourquoi on a introduit des variables d’�etude di��erentes, qui ont des limites �nies
�a la fois dans la limite du soliton et dans la limite harmonique (ou faible amplitude)
et qui rendent le syst�eme modul�e plus « sym�etrique » pour l’�etude de ces deux r�egimes
extrêmes. Ces variables avaient �et�e mises en �evidence par Gavrilyuk & Serre [63] pour
le syst�eme d’Euler-Korteweg. Elles s’av�erent valables dans un cadre hamiltonien assez
g�en�eral, qui inclut (gKdV) et le syst�eme d’Euler-Korteweg en coordonn�ees eul�eriennes.
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Avec nos notations, la nouvelle variable s’�ecrit en coordonn�ees lagrangiennes de masse

� =
1
k

(hQ (U )i � Q (hU i )) :

On consid�ere alors le jeu de coordonn�ees (k; �; M ) dans lequel il s’av�ere que le syst�eme
modul�e s’�ecrit

(27)

8
>><

>>:

@T k � @X (@� H) = 0 ;

@T � � @X (@kH) = 0 ;

@T M � @X (B r M H) = 0 ;

o�u la fonction H est d�e�nie comme la moyenne spatiale du hamiltonien H

H[U ] = hH [U ]i =
1
�

Z �

0
H [U ]dx :

L’un des avantages de cette formulation provient du fait qu’aucune de ces coordonn�ees
ne diverge dans les r�egimes extrêmes soliton ou harmonique. En e�et, le nombre d’onde
tend vers 0 dans la limite soliton et poss�ede une limite �nie dans la limite faible amplitude.
L’inverse se produit pour la quantit�e � qui tend vers 0 dans la limite harmonique, o�u
l’amplitude de l’onde tend vers 0, et poss�ede une limite �nie dans le r�egime soliton. La
moyenneM reste born�ee dans les deux limites.

Le hamiltonien moyenn�e H est �egalement tr�es li�e �a l’int�egrale d’action puisque d’apr�es
la d�e�nition de � et les relations sur ses d�eriv�ees, on a l’�egalit�e

� = �H + c @c� + � � r � � + � @� � :

La forme particuli�ere de (27) montre imm�ediatement que H est une entropie math�ema-
tique pour les �equations modul�ees. La loi de conservation satisfaite par H peut se retrouver
par un calcul de moyenne �a partir de celle v�eri��ee par le hamiltonien H . En cons�equence,
la stricte convexit�e du hamiltonien moyenn�e H( k; �; M ) est une condition su�sante d’hy-
perbolicit�e du syst�eme de Whitham mais on verra que cette condition n’est jamais v�eri��ee,
au moins pour les cas que nous avons test�es num�eriquement.

Du point de vue th�eorique, les coordonn�ees (k; �; M ) permettent de mieux comprendre
les limites soliton et faible amplitude. La formulation du syst�eme de Whitham dans ces
variables permet de prouver que celui-ci est seulement faiblement hyperbolique (au sens
o�u il a une valeur propre r�eelle double non semi-simple) dans les deux limites. En e�et, on
a les relations sur les d�eriv�ees suivantes

@� H = � k c ; @kH = � � � c ;

qui d�emontrent que @� H ! 0 dans la limite soliton k ! 0 et @kH ! 0 dans la limite
harmonique � ! 0 (pour laquelle � ! 0 �egalement). Le syst�eme (27) s’�ecrit sous forme
quasi-lin�eaire

(28) @T

0

@
k
�
M

1

A + ~S r 2H @X

0

@
k
�
M

1

A = 0 ;

o�u

~S :=

0

@
0 1
1 0

B

1

A :

Sous r�eserve de r�egularit�e du hamiltonien moyenn�e H, les d�eriv�ees secondes v�eri�ent @2
k H !

0 quand � ! 0 et @2
� H quand k ! 0 tandis que @2

k � H = @2
� k H. Ainsi dans chacune des

deux limites, le syst�eme est triangulaire faisant apparâ�tre un bloc de Jordan.
Cette remarque n’entre pas en contradiction avec les r�esultats analytiques dont l’on

dispose dans les cas compl�etement int�egrables, comme l’�equation de KdV par exemple.
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L’�ecriture des �equations modul�ees sous forme diagonale �a l’aide d’invariants de Riemann
(r i )1� i � N +2 d�ecrite ci-dessous doit être consid�er�ee avec pr�ecaution dans l’�etude des deux
r�egimes limites. En e�et, les invariants de Riemann r1 � r2 � r3 s’expriment de fa�con tr�es
simple

r1 = 1
2 (v1 + v2) ; r2 = 1

2 (v3 + v1) ; r3 = 1
2 (v1 + v3) ;

en fonction des trois racinesvi de l’�equation polynomiale

� � W (� ; �; c ) = 0 ;

qui d�e�nit une onde p�eriodique en fonction des param�etres ( �; � ; c). Dans les limites so-
liton et faible amplitude deux des racinesvi , et donc deux des invariants de Riemann
r i co��ncident. Le changement de variable entre les invariantsr i et les variables (k; �; M )
devient alors singulier. Dans les deux r�egimes asymptotiques le syst�eme modul�e fait appa-
râ�tre une vitesse caract�eristique limite commune associ�ee �a un bloc de Jordan ainsi qu’un
syst�eme r�eduit correspondant aux �equations hamiltoniennes initiales mais sans dispersion.
La vitesse caract�eristique commune est la vitesse du soliton dans la limite soliton et la vi-
tesse de groupe des ondes dans la limite harmonique. La vitesse de groupe@k ! est connue
�a travers la relation de dispersion des ondes! (k; 0; M ). La vitesse du soliton quant �a elle
correspond directement au param�etre de vitessec(0; �; M ).

7. Exp�erimentation num�erique de la stabilit�e

Pour des raisons pratiques d’exploration des jeux de param�etres, on conservera la
formulation en variable (�; � ; c) pour l’�etude num�erique des crit�eres de stabilit�e. L’�equa-
tion de pro�l qui est �a la base de l’existence des ondes p�eriodiques s’exprime �a l’aide
des param�etres (�; � ; c). Les di��erentes quantit�es utiles comme la p�eriode ou la moyenne
s’expriment comme d�eriv�ees de l’int�egrale d’action par rapport �a ces mêmes param�etres.
L’int�egrale d’action est centrale dans les crit�eres de stabilit�e. Toutes ces raisons nous
poussent �a travailler num�eriquement �a partir des param�etres ( �; � ; c).

L’objectif est ici d’être en mesure d’�etudier les propri�et�es de stabilit�e de tout un
ensemble d’ondes p�eriodiques param�etr�ees. Rappelons que les crit�eres de stabilit�e co-
p�eriodique ou modulationnelle s’expriment tous en fonction des d�eriv�ees secondes de l’in-
t�egrale d’action

�( �; � ; c) =
I

@H
@vx

(U ; vx )dv ;

qui est une int�egrale le long de l’orbite associ�ee �a v dans le plan (v; vx ). �A partir de
l’�equation de pro�l (13), on peut r�e�ecrire cette int�egrale

�( �; � ; c) =
I p

2� (v)( � � W (v; � ; c))dv = 2
Z v3

v2

p
2� (v)( � � W (v; � ; c))dv ;

o�u v2 et v3 correspondent au minimum et au maximum du pro�l v.
La premi�ere �etape est d’�evaluer num�eriquement l’ensemble des param�etres (�; � ; c)

admissibles, c’est-�a-dire les valeurs qui sont e�ectivement les param�etres d’une solution
p�eriodique de l’�equation de pro�l. L’�etude d�etaill�ee du potentiel W permet de calculer
un certain nombre de donn�ees qui seront indispensables comme les valeurs extr�emales des
pro�ls ou encore les param�etres (�; � ; c) particuliers associ�es aux cas extrêmes harmonique
et soliton. Toutes ces valeurs utiles sont d�etermin�ees par di��erents algorithmes de Newton.

L’int�egrale d’action est calcul�ee num�eriquement par la m�ethode des trap�ezes dont on
sait qu’elle converge exponentiellement vite pour les fonctions p�eriodiques [120]. D’un
point de vue pratique, on e�ectue en premier lieu un changement de variable a�n de se ra-
mener �a un intervalle d’int�egration �xe [ � �

2 ; �
2 ] et �a une fonction p�eriodique (sinuso��dale).
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Ce calcul d’int�egrale sera e�ectu�e un grand nombre de fois. Il est primordial de pouvoir
contrôler l’erreur num�erique commise lors de cette op�eration non seulement au cas par
cas, mais pour l’ensemble des ondes �etudi�ees. Des �evaluations analytiques et num�eriques
d’erreur a posteriori pr�esent�ees dans le second chapitre de ce manuscrit (aux sections 6.1
et 6.2) con�rment la pr�ecision de notre m�ethode de calcul de �.

Les valeurs des d�eriv�ees premi�eres de l’action li�ees �a la p�eriode, la moyenne et la
moyenne du moment ainsi que ses d�eriv�ees secondes impliqu�ees dans les conditions des
crit�eres de stabilit�e sont toutes calcul�ees par di��erences �nies d’ordre 2. La principale dif-
�cult�e de cette op�eration est en r�ealit�e li�ee �a l’enchâ�nement des di��erentes approximations
num�eriques. L’erreur commise lors du calcul d’int�egrale se trouve r�epercut�ee dans le calcul
de d�eriv�ees qui s’ensuit. Les di�cult�es num�eriques li�ees aux choix des discr�etisations se
font ressentir principalement dans le r�egime limite faible amplitude pour lequel la valeur de
l’action converge vers z�ero. Un choix avis�e des di��erentes discr�etisations, dont les raisons
sont d�ecrites aux sections 6.1 et 6.2 du chapitre 2, permet de s’a�ranchir des impr�ecisions
dans le r�egime harmonique.

En revanche, le r�egime soliton reste di�cilement accessible par cette m�ethode. En e�et,
les valeurs des d�eriv�ees premi�eres@� � = �, r � � = � hU i et @c� = � Q (U ) de l’int�egrale
d’action tendent vers l’in�ni dans ce r�egime � ! + 1 . Il en est de même pour les d�eriv�ees
secondes de l’action. Une �etude pr�ecise du comportement asymptotique de � et de ses
d�eriv�ees fait l’objet d’un article en cours de �nalisation [ 18]. Même si du point de vue
th�eorique, la matrice D du syst�eme de Whitham a une limite �nie dans le r�egime soliton,
d’un point du vue num�erique la pr�ecision de tous les calculs relatifs �a cette matrice, no-
tamment le calcul des valeurs propres, s’est av�er�ee probl�ematique.

L’ensemble des r�esultats num�eriques obtenus �a la fois pour des �equations compl�ete-
ment int�egrables et pour des �equations non-int�egrables est pr�esent�e au chapitre2, section
4. Le cas d’�equations int�egrables est riche de nombreux r�esultats analytiques qui ont per-
mis de valider notre m�ethode, (KdV) et (NLS) en particulier . Concernant l’�equation de
KdV, l’ouvrage de Kamchatnov [82] couvre en totalit�e l’�etude du syst�eme modul�e associ�e.
Whitham [ 121] a d�emontr�e que celui-ci est riche, c’est-�a-dire qu’il poss�ede un jeu complet
d’invariants de Riemann forts r i , i = 1 ; 2; 3. Avec ces coordonn�ees, le syst�eme de Whitham
s’�ecrit sous forme diagonale

@T r i + Vi (r1; r2; r3)@X r i = 0 :
Les invariants de Riemannr1 � r2 � r3 s’expriment de fa�con tr�es simple

r1 = 1
2 (v1 + v2) ; r2 = 1

2 (v3 + v1) ; r3 = 1
2 (v1 + v3) ;

en fonction des trois racinesvi de l’�equation polynomiale
� � W (� ; �; c ) = 0 ;

qui d�e�nit une onde p�eriodique en fonction des param�etres ( �; � ; c). Les vitessesVi font
de plus intervenir des fonctions elliptiques. Cette diagonalisation via les invariants de
Riemann est directement li�ee �a la structure int�egrable de l’�equation de KdV [ 82]. En pra-
tique, il sera donc possible de comparer le spectre de la matriceD du syst�eme de Whitham
portant sur les param�etres (�; � ; v) que l’on calcule num�eriquement et les vitesses caract�e-
ristiques du syst�eme diagonalis�e analytiquement. Ces comparaisons permettront de valider
notre m�ethode de calcul de la matriceHess�. Les mêmes comparaisons seront faites pour
l’�equation de NLS, �egalement int�egrable et dont la repr�esentation uide via la transforma-
tion de Madelung s’exprime comme cas particulier du syst�eme d’Euler-KortewegN = 2,
voir [76].

D’autres propri�et�es importantes relatives �a la structure des �equations modul�ees, notam-
ment les di��erentes convergences des vitesses caract�eristiques dans les r�egimes harmonique
et soliton, servent �egalement de garde-fou. On rappelle que dans chacune des deux limites,
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le syst�eme de Whitham fait apparâ�tre une vitesse caract�eristique limite commune : la
vitesse du soliton dans la limite soliton et la vitesse de groupe des ondes dans la limite
harmonique. La vitesse de groupe@k ! est connue �a travers la relation de dispersion des
ondes ! (k). La vitesse du soliton quant �a elle correspond directement au param�etre de
vitessec.

La r�eelle motivation de cette �etude num�erique est l’�etude d’�equations non-int�egrables,
dont on connâ�t bien moins de propri�et�es. Les r�esultats num�eriques pr�esent�es concernent
plus particuli�erement les ondes p�eriodiques des �equations de Koretweg-de Vries g�en�erali-
s�ees (gKdV) et de di��erentes d�eclinaisons du syst�eme d’Euler-Korteweg. L’ensemble de
ces r�esultats a permis d’�etendre ceux disponibles �a l’heure d’aujourd’hui, qu’ils soient nu-
m�eriques ou analytiques, et �a propos de di��erentes notions de stabilit�e co-p�eriodique et
modulationnelle.

8. Comportement des ondes p�eriodiques perturb�ees

Que se passe-t’il qualitativement lorsqu’on perturbe une onde p�eriodique ? L’�evalua-
tion num�erique de crit�eres de stabilit�e est une m�ethode d�etourn�ee pour pr�edire la stabilit�e
des ondes p�eriodiques. En tant que conditions n�ecessaires ou su�santes, ces crit�eres ne
fournissent g�en�eralement pas toute l’information n�ecessaire pour comprendre le processus
complet de stabilit�e ou d’instabilit�e d’une onde p�eriodique de pro�l donn�e. C’est pourquoi
on cherche �egalement �a comprendre qualitativement le comportement des ondes p�erio-
diques perturb�ees au cours de l’�evolution en simulant directement les solutions du syst�eme
(2).

La premi�ere �etape est le calcul de pro�ls p�eriodiques. On rappelle que le pro�l d’une
onde p�eriodique d�e�nie par les param�etres ( �; � ; c) est donn�e par l’�equation de pro�l

1
2

� (v)(vx )2 + W (v; c; � ) = � :

La r�esolution de cette �EDO est faite par la m�ethode de Runge Kutta 4. On s’appuie de
nouveau sur les cas int�egrables de l’�equation de KdV et de NLS, pour lesquels on dispose de
solutions analytiques �a l’aide de fonctions elliptiques, a�n de valider les r�esultats obtenus.

Ces pro�ls p�eriodiques calcul�es sur une p�eriode sont ensuite p�eriodis�es a�n d’�etendre
l’observation �a un ensemble de cellules p�eriodiques. Cela permettra en particulier d’obser-
ver l’�evolution spatio-temporelle des perturbations localis�ees initialement. Num�eriquement,
ces perturbations localis�ees sont en fait approch�ees par des perturbations sous-harmoniques
ayant comme p�eriode un grand multiple de la p�eriode de l’onde. L’onde p�eriodique �a la-
quelle on ajoute une perturbation discr�etis�ee sur un maillage uniforme repr�esente la condi-
tion initiale d’un sch�ema aux di��erences �nies. Notre sch�ema, analogue �a celui �ecrit par
Zabusky & Kruskal [124] pour l’�equation de KdV, est un sch�ema de saute-mouton d’ordre
deux en temps et en espace, qui prend en compte des non-lin�earit�esp(v) et � (v) g�en�erales
et �etendu au cas N = 2.

Dans le casN = 1, ce sch�ema s’�ecrit

vn+1
j � vn � 1

j

2� t
+ p0(vn

j )
� vn

j +1 � vn
j � 1

2� x

�
=

1
2� x

�
Tn

j +1 � Tn
j � 1

�
;
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et dans le casN = 2

(29)

8
>>><

>>>:

vn+1
j � vn � 1

j

2� t
=

un
j +1 � un

j � 1

2� x
;

un+1
j � un � 1

j

2� t
+ p0(vn

j )
� vn

j +1 � vn
j � 1

2� x

�
=

1
2� x

�
Tn

j +1 � Tn
j � 1

�
;

o�u

Tn
j = �

1
2

� 0(vn
j )

� vn
j +1 � vn

j � 1

2� x

� 2

� � (vn
j )

� vn
j +1 � 2vn

j + vn
j � 1

� x2

�
:

La r�esolution se fait avec des conditions aux bords p�eriodiques.
Comme dans Zabusky & Kruskal [124], le sch�ema (29) n’est pas sous forme conserva-

tive. Dans leur article, ce sch�ema �etait destin�e �a la simulation de donn�ees initiales r�eguli�eres
a�n d’observer la formation de trains de solitons. Dans le cadre de la simulation de chocs
dispersifs, la forme non-conservative du sch�ema devient un r�eel probl�eme car il ne permet
pas de s�electionner les discontinuit�es admissibles au sens de la th�eorie des�EDP hyperbo-
liques (voir par exemple Bouchut [28, x 2.1 et 2.2]). Bien que la structure des discontinuit�es
que l’on souhaite simuler soit dans une certaine mesure r�egularis�ee par la dispersion, on
travaillera �a partir d’une version conservative de ce sch�ema pour l’�etude des chocs disper-
sifs.

La condition de stabilit�e �enonc�ee par Taha & Ablowitz [ 117] est �etendue au cas d’une
non-lin�earit�e p plus g�en�erale que celle de l’�equation de KdV au chapitre 3, section 2.1.

Proposition 0.5. La condition de stabilit�e du sch�ema (29) s’�ecrit dans le cas � = 1
� t
� x

���� �
p0

�
3

+
1

� x2

���� �
2

3
p

3
;

o�u p0
� est la valeur minimale de la d�eriv�ee p0(v).

Cette condition n’est pas valable dans le cas� variable mais tr�es souvent, les ondes
dont on souhaite observer le comportement sont solutions de g�en�eralisations de l’�equation
de KdV pour lesquelles on consid�ere toujours� = 1.

Au chapitre 3, section 3, on se concentre sur l’observation de deux types de perturba-
tion, tous deux construits �a partir d’une fonction gaussienne

A exp
�

� (x � x0)2

� 2

�
;

et dont les di��erents param�etres sont r�eglables. Le premier type de perturbations sera
localis�e et consistera en une simple gaussienne ajout�ee �a l’une des cellules p�eriodiques qui
constituent la condition initiale. Le second type sera co-p�eriodique. En pratique, simuler
une perturbation co-p�eriodique revient �a ne plus travailler avec une concat�enation de cel-
lules p�eriodiques mais avec une seule.

Dans le cas de l’�equation de Korteweg-de Vries, on sait que l’�evolution d’une perturba-
tion localis�ee appliqu�ee �a une solution de r�ef�erence constante fait apparâ�tre un �a plusieurs
solitons ainsi qu’une « trâ�n�ee » d’oscillations dont la taille d�ecrô�t alg�ebriquement en
fonction du temps. Ce comportement a �et�e mis en �evidence par Zabusky et Kruskal [124]
et prouv�e ensuite dans [68]. L’�evolution d’une perturbation localis�ee autour de solutions
p�eriodiques ou quasi-p�eriodiques se passe di��eremment. Mikikits-Leitner [97] prouve qu’il
apparâ�t toujours un ou plusieurs solitons ainsi qu’une ou plusieurs zones oscillatoires qui
d�ecroissent alg�ebriquement, et que la convergence ne se fait pas vers la solution p�eriodique
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de r�ef�erence mais vers une solution dite« modul�ee ». On cherche dans un premier temps
�a observer num�eriquement ce comportement avant de travailler sur d’autres �equations
comme (gKdV) ou (EKL).

L’un des r�esultats obtenus dans le cas d’une perturbation localis�ee est pr�esent�e sur la
couverture de ce manuscrit. Sur ce trac�e spatio-temporel des maxima de l’onde, on peut
observer l’apparition d’une zone perturb�ee qui se propage selon di��erentes vitesses repr�e-
sent�ees en noir. La perturbation initiale se scinde rapidement lors de l’�evolution pour agir
en di��erents endroits. De mani�ere remarquable, les vitesses de d�eplacement des perturba-
tions correspondent aux vitesses caract�eristiques des �equations de Whitham associ�ees �a
l’onde de r�ef�erence. Le passage de la perturbation cr�ee g�en�eralement un d�ephasage dans
la position des extrema que l’on peut �egalement observer.

Num�eriquement, �a d�efaut de conditions aux limites arti�cielles adapt�ees �a toutes les
non-lin�earit�es possibles, on ne peut observer r�eellement des perturbations localis�ees dans
tout l’espace, aussi on les approche par des perturbations sous-harmoniques ayant comme
p�eriode un grand multiple de la p�eriode de l’onde.

Dans le cas de perturbations co-p�eriodiques, l’observation d’un caract�ere instable
s’av�ere plus complexe que dans le cas localis�e. L’instabilit�e en question est une instabilit�e
spectrale li�ee �a la pseudo-alternative d�ecrite par le th�eor�eme 0.2. Il convient ici de pr�eciser
ce que l’on peut esp�erer observer lors de l’�evolution des ces ondes perturb�ees. Notons tout
d’abord que même au niveau lin�eaire dans le cas des�EDO, il est di�cile d’observer une
di��erence entre un cas stable et un cas instable pour des op�erateurs non-normaux. Le
comportement en temps court est souvent domin�e par une croissance des normes transi-
toires et une di��erence ne s’observe que sur des temps longs, voir les analyses qualitatives
pr�esent�ees sch�ematiquement dans l’ouvrage de Trefethen & Embree [119, x I.1 ou encore
�g. 33 :3].

Par ailleurs, dans une situation instable, l’approximation lin�eaire n’est raisonnable que
sur un temps court d�ependant de la taille de la perturbation. Il faut donc partir d’une
perturbation su�samment petite pour que l’approximation lin�eaire soit une approximation
raisonnable sur un temps su�samment long pour que la di��erence de comportement de la
dynamique lin�eaire soit notable. �A ce stade, nous sommes convaincus que l’on ne pourra
pas visualiser facilement ces di��erences de comportement et on se tourne donc vers une
approche plus quantitative.

Une mani�ere d’observer la di��erence entre le cas d’une onde stable et celui d’une onde
instable est de mesurer dans les deux cas, une di��erence avec la solution non perturb�ee.
On pourra observer l’erreur en normeL 1(R=� Z) ou alors en normeL 1 (R=� Z)

E1(t) =


vperturb�ee � v
v


L 1 (R=� Z)

; E1 (t) =


vperturb�ee � v
v


L 1 (R=� Z)

On s’int�eresse au r�egime de la croissance temporelle de ces erreurs dont un exemple est
pr�esent�e sur la �gure 0.3. Cette croissance s’interpr�ete comme un e�et d’accumulation en
lien avec le d�ephasage entre les deux solutions que l’on ne prend pas en compte. L’e�et
d’accumulation est naturellement plus pr�esent en norme L 1, ce qui est con�rm�e par la
croissance plus faible observ�ee pour l’erreurE1 . La comparaison des tendances de crois-
sance de ces deux erreurs nous permettent d’observer le caract�ere stable ou instable de
l’onde consid�er�ee.
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Figure 0.3. Erreur relative E1 en �echelle logarithmique entre les solutions
avec et sans perturbation pour l’�equation de KdV g�en�eralis�ee  = 4 et en
fonction du temps. L’onde consid�er�ee est spectralement instable vis-�a-vis
de perturbations co-p�eriodique. L’erreur ne tient pas compte d’�eventuels
d�ephasages entre les deux solutions.

9. Chocs dispersifs

Finalement, les �equations que l’on consid�ere sont des perturbations dispersives d’�EDP
hyperboliques non-lin�eaires. Comme dans le cas de la r�egularisation par dissipation ou
viscosit�e, on peut se demander quels sont les e�ets de la dispersion sur les ondes de choc
de ces syst�emes hyperboliques. Leschocs dispersifsont une structure r�eguli�ere et oscillante
tout �a fait particuli�ere. Leur premi�ere observation historique s’est faite en lien avec l’hy-
drodynamique dispersive. On pense �evidemment aux mascarets qui se produisent lorsque
de fortes mar�ees remontent le cours ou l’embouchure d’un euve. Depuis le d�ebut des
ann�ees 2000, on a d�ecouvert des chocs dispersifs lors d’exp�eriences en physique atomique
et en optique. L’excitation d’un condensat de Bose-Einstein, milieu compos�e d’atomes su-
perfroids ayant les mêmes �etats quantiques, par un laser puls�e forme une onde de choc
dispersive, de même que la di�raction non-lin�eaire de la lumi�ere. Pour une vue d’ensemble
de ces applications, voir l’article de El & Hoefer [52].

�A partir des �etudes de Whitham sur les modulations [121], de nombreux travaux se
sont bas�es sur l’utilisation du syst�eme d’�equations modul�ees pour la description de la struc-
ture des chocs dispersifs, comme ceux de El, Hoefer & Shearer [50, 75, 52, 53 ] ou ceux
de Grava & Klein [65, 66 ]. La premi�ere formulation de ces chocs �a partir des �equations
modul�ees remonte �a un travail fondateur de Gurevich & Pitaevskii [ 71] sur l’�equation de
KdV. Elle utilise l’�ecriture des �equations de Whitham �ecrites sur les invariants de Rie-
mann et l’existence de solutions analytiques de l’�equation de KdV, dont on peut trouver
une description compl�ete dans l’ouvrage de Kamchatnov [82].

La structure typique d’un choc dispersif classique est illustr�ee sur la �gure 0.4. On y
distingue la zone de Whithamqui renferme toute la gamme d’ondes p�eriodiques allant des
ondes de faible amplitude (�a gauche) au soliton (�a droite). Le probl�eme de Gurevich &
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Figure 0.4. Structure d’un choc dispersif de l’�equation de KdV " > 0. Les
�etats u� et u+ d�e�nissent la marche initiale. La vitesse s� peut être positive
ou n�egative. Elle correspond �a la vitesse des ondes de faible amplitude
formant l’aval du choc. La vitesse s+ correspond �a la vitesse du soliton
formant l’amont du choc.

Pitaevskii [71] que l’on d�ecrit ci-dessous consiste en particulier �a d�eterminer les vitesses
s� d’extension de la zone de Whitham.

Pour l’�equation de KdV
vt +

�
3v2�

x + "vxxx = 0 ;
on peut r�e�ecrire le syst�eme de Whitham associ�e sous forme diagonale en faisant apparâ�tre
les invariants de Riemannr1 � r2 � r3

@ri
@t

+ Vi (r1; r2; r3)
@ri
@x

;

o�u les vitesses caract�eristiquesV1 � V2 � V3 d�ependent des invariants de Riemannr i , de
la vitessec et des valeurs des int�egrales elliptiques de premi�ere et seconde esp�ece K(m) et
E(m) avec

c = 2 ( r1 + r2 + r3) m =
r2 � r1

r3 � r1
:

Les solutions p�eriodiques de l’�equation de KdV s’�ecrivent alors en fonction desr i

(30) v(t; x ) = r2 + r3 � r1 � 2(r2 � r1) sn2 � p
r3 � r1(x � ct + x0); m

�
:

Le d�ephasage initial x0 reste ind�etermin�e dans la th�eorie de Whitham telle qu’elle est
d�ecrite ici. Toute solution de l’�equation de KdV est donc d�etermin�ee �a translation pr�es.
L’obtention de ce d�ephasage initial requiert de d�eterminer le syst�eme modul�e �a un ordre
plus �elev�e du d�eveloppement asymptotique (19). Il a pu être d�etermin�e pour certaines
conditions initiales dans le cas de l’�equation de KdV [52, 65 ].

Le probl�eme formul�e par Gurevich & Pitaevskii consiste �a r�esoudre l’�equation de KdV
en consid�erant la donn�ee initiale

u(0; x) =
�

u� ; x < 0 ;
u+ ; x > 0 :

On fait l’hypoth�ese que la structure oscillante du choc peut être repr�esent�ee par une onde
modul�ee dont les param�etres seraient une solution particuli�ere des �equations de Whitham.
Les deux extr�emit�es de la zone d�e�nissant le choc dispersif sont constitu�ees par une onde
harmonique d’un côt�e et par un soliton de l’autre. L’int�erieur de cette zone est repr�esent�e
par un �eventail complet d’ondes dont les param�etres varient entre ces deux limites, pour
lesquellesm = 0 et m = 1 respectivement. L’onde �a l’ext�erieur de la zone oscillante est
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r�egie par l’�equation de Burgers-Hopf, qui est la r�eduction de l’�equation de KdV au cas
sans dispersion.

Dans la limite harmonique, le modulem s’annule, ce qui se traduit parr2 = r1, et on
observe la fusion de deux des vitesses caract�eristiques

m = 0 ; V2(r1; r2; r3) = V1(r1; r2; r3) :

Au contraire, dans la limite soliton on observer2 = r3 et

m = 1 ; V2(r1; r2; r3) = V3(r1; r2; r3) ;

Le probl�eme que se sont pos�e Gurevich & Pitaevskii est de d�eterminer une solution
des �equations modul�eesr i (t; x ), i = 1 ; 2; 3 dont l’onde associ�eev(t; x ) donn�ee par (30) re-
pr�esente la zone oscillante du choc dispersif. Ce probl�eme consiste donc �a d�eterminer une
solution auto-similaire des �equations de Whitham dont les conditions aux bords soient
compatibles avec les �etats macroscopiques de l’onde d�e�nie �a l’ext�erieur de la zone oscil-
lante par u� .

Dans le cas de l’�equation de KdV, la stricte hyperbolicit�e (les vitessesVi sont r�eelles
et distinctes) et la vraie non-lin�earit�e caract�eris�ee par

@Vi
@ri

6= 0 ; i = 1 ; 2; 3 ;

sont deux propri�et�es importantes du syst�eme de Whitham v�eri��ees pour 0 < m < 1
[82] qui assurent que l’�evolution de discontinuit�e initiale peut être repr�esent�ee par une
modulation auto-similaire de la solution (30) qui est une onde de d�etente du syst�eme de
Whitham v�eri�ant

r1 = u+ ; r3 = u� ; V2(u+ ; r2; u� ) =
x
t

:

L’onde de d�etente est d�e�nie pour tous les temps t > 0 et on peut d�e�nir les vitesses
des extr�emit�es du choc dispersif s� en aval (côt�e faible amplitude ici) et s+ en amont (côt�e
soliton ici). Ces deux vitesses sont obtenues en consid�erant doncm = 0 ou m = 1 dans
l’expression deV2

s� = V2(u+ ; u+ ; u� ) = 6( u+ � �) ; s+ = V2(u+ ; u� ; u� ) = 6( u+ + 2
3 �) ;

o�u � = u� � u+ est le saut �a travers le choc dispersif. On peut �egalement calculer
l’amplitude du soliton qui forme l’amont du choc a+ = 2�.

Il existe une condition d’admissibilit�e pour un choc dispersif. Dans le cadre actuel
d’une �equation scalaire avec non-lin�earit�e convexe p(v) = 3 v2, cette condition s’�ecrit

s� < p 0(u� ) ; p0(u+ ) < s + ; s� < s + :

Ces conditions sont l’analogue des conditions d’entropie d�e�nies dans le cadre des chocs
de Lax, mais dans le cadre dispersif.

La description des chocs dispersifs de l’�equation de KdV exige l’existence d’une onde
simple, une d�etente, qui lie les �etats extrêmes d�ecrits par le syst�eme de Whitham. Cela
signi�e que l’hyperbolicit�e et la vraie non-lin�earit�e sont des propri�et�es indispensables �a la
description des chocs dispersifs simples par les �equations modul�ees. Des travaux r�ecents
de El, Hoefer & Shearer [53] s’int�eressent au cas de l’�equation de KdV modi��ee (mKdV)
pour laquelle la non-lin�earit�e non convexe p(v) = 4 v3 entrâ�ne une perte d’hyperbolicit�e
du syst�eme de Witham. Des r�esultats num�eriques concernant cette �equation et les chocs
dispersifsnon-classiquesqu’elle fait apparâ�tre sont pr�esent�es au chapitre 3, section 4.2.

L’une des motivations de cette th�ese �etait l’�etude des chocs dispersifs qui apparaissent
�eventuellement comme solution de syst�emes non-int�egrables. Pour ces �equations, on ne
dispose plus de solutions analytiques, ni d’�ecriture du syst�eme d’�equations modul�ees sous
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forme diagonale �a partir d’invariants de Riemann. Dans ce cas, notre objectif �etait d’ex-
ploiter notre formulation du syst�eme de Whitham en variables ( �; � ; c) pr�esent�ee dans le
second chapitre de ce manuscrit et d’adapter le probl�eme de compatibilit�e de Gurevich &
Pitaevskii.

Cependant, la description des chocs dispersifs simples par les modulations implique le
calcul d’une onde de d�etente du syst�eme de Whitham liant les ondes de faible amplitude
au soliton. Notre �ecriture du syst�eme de Whitham en variable ( �; � ; c) n’est pas adapt�ee
�a ce probl�eme. En e�et, on rappelle que la perte d’hyperbolicit�e stricte du syst�eme dans
la limite soliton est �a l’origine d’une perte de pr�ecision num�erique dans les calculs impli-
quant la matrice D (26) qui d�e�nit le syst�eme de Whitham. Dans ces conditions, il est
num�eriquement impossible de r�esoudre le probl�eme de Gurevich & Pitaevskii pour des cas
non-int�egrables.

On d�ecrit n�eanmoins au chapitre 3, section 4.3.2 une m�ethode introduite par El [50]
qui permet de calculer les vitesses d’expansion de la zone de Whithams� �a partir de la
relation de dispersion des ondes dans le cas de l’�equation (gKdV)

! (k; v) = k p(v) � k3 :
La vitesse de groupe est alors d�e�nie par
(31) vg(k; v) = @k ! (k; v) = p(v) � 3k2 ;
tandis que la vitesse de phase vaut, pourk 6= 0

(32) v’ (v; k) =
w
k

= p(v) � k2 :

La vitesse des ondes harmoniques est donn�ee par la vitesse de groupe calcul�ee en l’�etatu�
auquel ces ondes sont associ�ees. La vitesse de l’onde solitaire est d�e�nie comme la vitesse de
phase associ�ee �a l’�etat � correspondant mais elle ne peut pas être calcul�ee par la relation
(32) puisque celle-ci n’est pas valable quandk ! 0. L’id�ee est d’introduire un nombre
d’onde conjugu�e ~k associ�e aux ondes p�eriodiques admissibles par l’oppos�e du potentielW .
Plus pr�ecis�ement, le soliton dont les caract�eristiques sont associ�ees �a celles d’un maximum
local de W est vu comme une onde de faible amplitude associ�ee �a un minimum local de
� W . Cette proc�edure nous permet de d�e�nir la vitesse du soliton comme ~!= ~k.

Des r�esultats num�eriques sont pr�esent�es dans les casN = 1 et N = 2. Un int�erêt est
port�e au cas de l’�equation (gKdV)  = 4 pour laquelle notre �etude de stabilit�e a r�ev�el�e
l’instabilit�e spectrale des ondes de grande p�eriode. On peut alors observer les �etapes de
formation d’un choc dispersif suivi de la destruction de la structure avant la v�eritable
apparition des ondes de grandes p�eriodes. Dans le cas des syst�emesN = 2, les simulations
montrent la pr�esence de r�egularisations dispersives par deux ondes, un choc dispersif et
une rar�efaction, chacune port�ee par l’une des deux caract�eristiques.

Les r�esultats num�eriques pr�esent�es concernent uniquement des �equations semi-lin�eaires.
Les enjeux de l’extension �a des cas quasi-lin�eaires sont pr�esent�es �a la �n du troisi�eme cha-
pitre de ce manuscrit.
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Chapitre 1

Probl�eme de Cauchy pour l’�equation de Korteweg-de Vries
quasi-lin�eaire
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Ce chapitre est la reproduction de l’article On the well-posedness of a quasi-linear
Korteweg-de Vries equation.[96] �a parâ�tre aux Annales Math�ematiques Blaise Pascal.

1. Main result

More than a century ago, D.J. Korteweg and G. de Vries proposed a model for uni-
directional long water waves propagating in a channel. The so-called Korteweg-de Vries
equation

(KdV) vt + vvx + vxxx = 0 ;
in fact derived earlier by Boussinesq, drew a lot of attention in the 1960’s, when it turned
out that it was completely integrable, see e.g. one of the seminal papers by Gardner, Green,
Kruskal & Miura [ 58, 59 ] or the book by Ablowitz [1] for a modern overview.

It was soon considered in generalized forms

(gKdV) vt + p(v)x + vxxx = 0 :

In particular, the modi�ed KdV equation

(mKdV) vt + v2vx + vxxx = 0 :

is also completely integrable. This is not the case for more general nonlinearities. Never-
theless, (KdV) and (gKdV) have been studied by analysts for about 50 years. The state
of the art regarding (KdV) is mainly due to Bona & Smith [ 24], Kato [86], Bourgain [29],
Kenig, Ponce & Vega [88, 87 ] and Christ, Colliander & Tao [ 37]. For (gKdV), it is due
mainly to Kenig, Ponce & Vega [89] and Colliander, Keel, Sta�lani, Takaoka & Tao [ 38].
Recent developments by Guo or Kishimoto can also be found in [70] and [91].

In this article, we consider a quasi-linear version of the Korteweg-de Vries equation,
in which the dispersive term is not reduced tovxxx . This equation is the most natural
generalization of the abstract, Hamiltonian form of (gKdV), which reads

(33) vt = ( � H [v])x

with

(34) H [v] =
1
2

� (v)v2
x + f (v) ;

and f 0(v) = � p(v). Our motivation for considering this generalization comes from the
so-called Euler-Korteweg system, which involves an energy of the form (34) where� is not
necessarily a constant. The link with the Euler-Korteweg system is that their travelling
waves share the same governing ODE, with additional connections in the stability of their
periodic waves, see [20].

Our qKdV equation (33) (34) reads in a more explicit form

(35) @t v + @x (p(v)) + @x

� p
� (v)@x (

p
� (v)@xv)

�
= 0 :

Up to our knowledge, the Cauchy problem regarding this quasilinear equation has never
been investigated. An apparently more general nonlinear KdV equation

vt + f (vxxx ; vxx ; vx ; v) = 0 ;

was studied by Craig, Kappeler, & Strauss in [40] and more recently by Linares, Ponce,
& Smith in [ 93]. However, they use a monotonicity assumption on the nonlinearity,
@vxx f (vxxx ; vxx ; vx ; v) � 0, which reads @x � (v) � 0 for (35). Unless � is constant, their
results are thus hardly applicable to (35). Our approach is to use thestructure of the
equation instead of a monotonicity argument. Regarding quasi-linear systems of KdV
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equations, some recent developments by T. Akhunov can be found in [3] in which the local
well-posedness in weighted Sobolev spaces is also handled by using symmetry arguments
but with local smoothing estimates. These estimates are mandatory to deal with systems
of equations, but here we focus on a scalar equation. In this particular case, we will present
how it is possible to make better use of the equation’s structure to derive the needed energy
estimates.

Of course, Eq. (35), includes the semi-linear generalized KdV equations, where� (v) = 1
and the nonlinearity p is polynomial. In particular p(v) = 1

2v2 corresponds to the classical
KdV equation and p(v) = 1

3v3 to the modi�ed KdV equation. As said before, these two
cases are known to fall into the class of integrable equations. Remarkably enough, there is
a non constant � for which (qKdV) is completely integrable, namely � (v) = " 2

12(v + a) � 3,
with a 2 R, " > 0 and p(v) = v2

2 , see [48].
The main motivation for studying the Cauchy problem associated with Eq. (35) is that

this is the prototype of a scalar equation having enough structure to be endowed with
families of periodic waves without necessarily being completely integrable. The stability
analysis of Hamiltonian periodic waves has been undertaken in an earlier paper [20] in a
rather general framework, of which (35) is the most basic example. A local well-posedness
result for the Cauchy problem is required for completing the analysis made in [20]. In the
present work we use the structure of (35) to prove local well-posedness.

We focus on the local-in-time well-posedness of (qKdV) in Sobolev spaces, that is exis-
tence and uniqueness of a smooth solutionv given smooth initial data v0, with continuity
of the mapping v0 7! v. The most important part of the work is based on obtaining a
priori estimates, using the skew-symmetric form of the leading order term and gauging
techniques to control subprincipal remainders. The idea of using gauges for dispersive
PDEs, introduced by Lim & Ponce in [92] and developed by Kenig, Ponce & Vega in
[90] and later by S. Benzoni-Gavage, R. Danchin & S. Descombes in [15, 16 ], is a fairly
general method to deal with subprincipal terms. By many respects this strategy echoes
and parallels methods consisting in designing equivalent augmented formulations that are
symmetric up to zeroth order terms, as introduced for instance in [113].

In what follows, we consider an interval I � R, and solutions of (35) are sought with
values in a compact subsetJ of I . The functions � : I ! R+ � and p : I ! R are supposed
to be smooth, R+ � being the set of real positive numbers. We consider an integerk and
denote by H k (R) the classical Sobolev space constructed onL 2(R) as

H k (R) = f v 2 L 2(R) ; @l
xv 2 L 2(R) for all jl j � kg :

The inner product in L 2(R) will be denoted for all u and v by hujvi . Our main result
is the following.

Theorem 1.1. Assume that k � 4. If p = � f 0 : I � R ! R is C k+1 and � : I ! R+ � is
C k+2 , then for all v0 2 H k (R), the image ofv0 being in J �� I , there exists a timeT > 0
and a unique

v 2 C (0; T ; H k (R)) \ C1(0; T ; H k � 3(R))
solution to (35) with initial data v0. Moreover, v0 7! v maps continuously H k (R) into
C (0; T ; H k (R)) \ C1(0; T ; H k � 3(R)) .

Remark 1.2. From the above statement, by standard arguments one may then build
maximal solutions and a close inspection of our estimates shows that the maximal lifespan
is �nite if and only if the H 4 norm of the solution blows up at the �nal time.

The proof of this theorem is based on the derivation of a priori estimates for a regu-
larized parabolic problem. We establish these a priori estimates on smooth solutions by
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taking advantage of the structure of Eq. (35). More precisely, we use the skew-symmetry of
its leading order term and then gauging techniques to deal with subprincipal remainders.
Regarding the existence of solutions, we shall use a fourth order parabolic regularization
of (qKdV) and pass to the limit. Uniqueness and continuity of the mapping v0 7! v are
proved by means of a priori estimates and a technique adapted from Bona & Smith [24].

We introduce the notations a = p0 = � f 00and � =
p

� . For convenience, we use the
same notation for both functions

v 7! � (v) and (t; x ) 7! (� � v)( t; x ) :

In particular, � 0 stands for the derivative of � (v) with respect to v and @t � and @x � for
the time and space derivatives of� � v. We use the same convention for the functiona
and all nonlinear functions of the dependent variablev, unless otherwise speci�ed. To keep
notations compact, and hopefully easier to read, we also omit all parentheses in operators.
For example, the expression

@x (� (v)@x (� (v)@xv)) ;
will just be denoted by

@x �@x �@xv :
With these conventions, Eq. (35) becomes

(36) vt + avx + @x �@x �@xv = 0 ;

as far as smooth solutions are concerned.

2. A priori energy estimates in Sobolev spaces

In this section, we investigate a priori bounds in H k (R) for smooth solutions of (36)
with k � 4. Following ideas from [92, 15, 16 ], we shall make use of the structure of the
equation and of gauges, in order to cancel out bad commutators. An ideal structure that
would allow a direct computation of energy estimates is

vt = skew-symmetric terms + zeroth order terms:

Taking the inner product of this kind of equation with v, we see that the skew-symmetric
terms cancel out and we readily �nd

d
dt

kvkL 2 . kvkL 2 :

Even if Eq. (36) has not exactly this ideal structure, the presence of �rst order terms
can also be handled, up to an integration by parts, not directly in L 2(R) but in higher
order Sobolev spaces. If we intend to get energy estimates in higher order Sobolev spaces
than L 2(R), we had better be sure that this structure is preserved when di�erentiating
the equation to avoid derivatives loss. In what follows, we adapt a method from Lim &
Ponce [92], and use weighted Sobolev spaces, with weights also calledgauges, to transform
our equation into a convenient structure and derive a priori estimates without loss of
derivatives.

2.1. Conservation of the skew-symmetric structure
Let us �rst focus on the leading order term in (36). When looking for an a priori

estimate in L 2(R), we compute the time derivative of kvkL 2 by taking the inner product of
the equation with v. On the skew-symmetric leading order term, an integration by parts
yields

h@x �@x �@xvjvi = � h @x (�@xv) j�@xvi = 0 :

50



If we apply the di�erential operator @x to Eq. (36), we lose the skew-symmetry property
and the corresponding cancellation. Our aim is to preserve this cancellation throughout
the entire di�erentiation process. For this purpose, we consider the weighted quantity

(37) 8k � 0 ; vk = ( � (v)@x )k v ;

instead of @k
x v. This quantity is well de�ned if v is smooth enough. If we apply the formal

operator (@x (� � )) k to Eq. (36), we see that the higher order terms have the same form as
in the original equation. They read @x �@x �@xvk , and thus cancel out in the inner product
with vk .

Following a de�nition in [ 114] (x3.6), we call weight the total number of space deri-
vatives in a monomial expression involving a function and its own derivatives. As we will
see, when we compute derivatives by applying repeatedly the operator@x (� �) to Eq. (36),
the coe�cients of the remainders we will have to deal with will be products of polynomial
functions of v and its derivatives with functions of � (v) or a(v) and their derivatives. As a
result, they are polynomials in the variablesvk with terms multiplied by functions of v but
we extend the de�nition of weight to this kind of non-polynomial functions. The weight is
merely the total number of derivatives.

Proposition 1.3. For a smooth solution of Eq. (36), if we denote

vk = ( � (v)@x )k v ;

then the equation satis�ed byvk is of the form

(38) @t vk + a@xvk + @x �@x �@xvk = f k@2
x vk + gk@xvk + hk ;

where
| f k = f k (v; v1) is of (homogeneous) weight 1.
| gk = gk (v; v1; v2) is of (homogeneous) weight 2.
| hk = hk (v; v1; � � � ; vk ) consists of two terms, one of (homogeneous) weightk + 1

and another of (homogeneous) weightk + 3 .

In Eq. (38), we kept a skew-symmetric leading order term in the left hand side on
purpose and we gathered commutator terms in the right hand side. These are subprincipal
terms because commutator terms between two di�erential operators of order respectively
p1 and p2 are of order p1 + p2 � 1. Proof.
Eq. (38) is obtained by repeatedly applying the di�erential operator @x (� �), which preserves
the form of the higher order terms. Indeed,

@x �@x �@x �@xvk = @x �@x �@xvk+1 ;

where the parentheses are omitted. We apply the di�erential operator@x (� �) and �nd the
equation satis�ed by v1 = �@xv. We have

@x (�@t v) = @t v1 ; @x (�a@xv) = a@xv1 + a0� (@xv)2 ;

so that the equation satis�ed by v1 is

@t v1 + a@xv1 + @x �@x �@xv1 = �
a0

�
v2

1 ;

hencef 1 = 0, g1 = 0 and h1 = � a0(v)
� (v) v2

1. For k = 2, we use the equation onv1 and apply
again the operator @x (� �). Then, we �nd

@t v2 + a@xv2 + @x �@x �@xv2 = � � 0v1@2
x v2 +

�
� 0

� v2 � � 02

� 2 v2
1

�
@xv2

+
�

� 0a
� � a00

�

�
v3

1 � 3a0

� v1v2 ;
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hencef 2 = � 0v1, g2 = � 0

� v2 � � 02

� 2 v2
1 and

h2 =
�

� 0a0

� 2 �
a00

�

�
v3

1 �
3a0

�
v1v2 :

More generally, f k , gk , hk are computed by induction for k � 2. We have

@x (�@t vk ) = @t vk+1 � � 0[vt @xvk � vx (vk )t ] ;

where we can use Eq. (36) and (38) to write

@t vk = � a
� vk+1 � �@2

x vk+1 � � 0

� v1@xvk+1 + f k
� @xvk+1

� � 0

� 2 f kv1vk+1 + gk
� vk+1 + hk ;

and
vt = �

a
�

v1 � @xv2 :

Using that

@x (�a@xvk ) = a@xvk+1 + a0�@xv@xvk = a@xvk+1 +
a0

�
v1vk+1 ;

and
@x

�
�

�
f k@2

x vk + gk@xvk + hk
��

= f k@2
x vk+1

+
�

gk + @x f k � � 0

� 2 f kv1

�
@xvk+1

+
�

@xgk � @x

�
� 0

� 2 f kv1

��
vk+1

+ @x (�h k ) :
we �nd that

@t vk+1 + a@xvk+1 + @x �@x �@xvk+1 = f k+1 @2
x vk+1 + gk+1 @xvk+1 + hk+1 ;

with

(39)

f k+1 = f k + � 0v1

gk+1 = gk + @x f k � 2� 0

� 2 f kv1 + � 02

� 2 v2
1

hk+1 = �@xhk +
�

@xgk � @x

�
� 0

� 2 f kv1

��
vk+1

� a0

� v1vk+1 + � 0

� vk+1

�
� 0

� 2 f kv2
1 � gk

� v1 � @xv2

�

Note that these induction relations are valid for k � 2. Indeed, the last term in (39)
in the formula for hk , namely � � 0

� vk+1 @xv2 involves three derivatives onv at least. For
k = 1, this term should be gathered with the ones which de�ne gk+1 = g2. This is the
reason why we detailed the casesk = 1 and k = 2 in the beginning of the proof. From the
�rst induction, we deduce that for all k � 1

(40) f k = ( k � 1)� 0v1 = ( k � 1)�@x � :

This explicit expression will be useful in what follows and justi�es that the coe�cient
f k depends only onv and v1 and is a polynomial in v1 with weight one multiplied by
a bounded function of v, namely v 7! (k � 1)� 0(v). We do not actually need the exact
expression forgk and hk . Instead, we analyse the number of derivatives they contain, that
is their weight, and their general form in terms of the variablesv; v1; � � � ; vk .

For k = 2, we have the explicit expression ofg2 which is of weight 2. For k � 2 if gk is
of weight 2 then so isgk+1 because

gk+1 � gk = @x f k �
2� 0

� 2 f kv1 +
� 02

� 2 v2
1

is of weight 2, sincef k is of weight 1.
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Finally, we shall prove by induction that hk has the general form

(41) hk (v; v1; � � � ; vk ) =
X

i

� i (v)
kY

j =1

@ j
x v ;

where the � i involves derivatives of both functions v 7! � (v) and v 7! a(v) and for all j ,
 j � k and the weight of each of the terms, namely

P
j  j is either k + 1 or k + 3. Note

that in the general form (41), the  j are not necessarily distinct. For k = 2 we have

h2 =
�

� 0a0

� 2 �
a00

�

�
v3

1 �
3a0

�
v1v2 ;

which is of weight 3. It is compatible with the general form (41). For k � 2, we have from
Eq. (39)

hk+1 = �@xhk �
a0

�
v1vk+1 + r k ;

where r k gathers terms of weight k + 4, as gk is of weight 2 and f k is of weight 1. The
term � a0

� v1vk+1 is of weight k + 2. Now, from the form (41) and using the chain rule and
the product rule, we write

�@xhk = � (v)@x

0

@
X

i

� i (v)
kY

j =1

@ j
x v

1

A =
X

i

~� i (v)
kY

j =1

@~ j
x v ;

where the ~� i also involve derivatives of both functionsv 7! � (v) and v 7! a(v) and for all
j , ~ j � k + 1 and the weight of each of the terms, namely

P
j ~ j is either k + 2 or k + 4.

We see that the term �@xhk has the same general form ashk , but with terms of weight
k + 2 or k + 4. Then, if hk has the general form (41), so it is forhk+1 , with weight raised
by one. �

Remark 1.4. Another way to see that hk has the general form (41) is to see that it is
made of terms of the form

(( � � v)@x )k (f � v) ;
the function f being a combination of the functions� or a and their derivatives. Combining
the Fa�a di Bruno formula, which generalizes the chain rule, and the product rule, we see
that the term hk consists of a polynomial expression onv and its derivatives up to vk ,
each term of the polynomial being multiplied by a bounded function ofv.

The structure of Eq. (38) is

@t vk = skew-symmetric terms + terms of order at most 2 :

In what follows, we will show how we can usegaugesto reduce the order of these remain-
ders. We shall start with the control of the zero order term. Then we will �nd an estimate
for the �rst order term, without gauge fortunately. Finally, we will show how we can use
a suitable gaugeto control the second order term.

Remark 1.5. We will have to prove a norm equivalence between the Sobolev normkvkH k

and the weighted norm kvkkL 2 . This property will be checked at the end of this section.

Remark 1.6. To obtain Theorem 1 with k = 4, one may think about a slightly di�erent
strategy. It is based on estimating not

(� � v@x )4v
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| which we do by introducing some gauge | but

(� � v@x )@t v :

Sincek(� � v@x )@t vk2
L 2 is the leading order part of h@t v; � 2H [v]@t v, the subprincipal terms

appearing in the latter computation may dealt with in a gaugeless way. See Remark 1.8
for a continuation of this comparison.

2.2. Gauge estimates for subprincipal remainders
Let us �rst focus on the zero order term hk . We �rst prove the following lemma, which

is an extension of Lemma 3.6.2 in [114] to expression of order higher than one and adapted
to our particular functions, that is polynomial functions with terms multiplied by bounded
functions of v.

Lemma 1.7. Let Q(@xv; � � � ; @k
x v) be an homogeneous polynomial of weightq 2 [k; 2k).

There exists a smooth functionCq;k such that, for all v in H k (R),

kQ(@xv; � � � ; @k
x v)kL 2 � Cq;k(k@xvkL 1 ; � � � ; k@(q� k)

x vkL 1 )kvkH k

Proof.
The proof is based on the Gagliardo-Nirenberg inequality. First, note that if v 2 H k (R)
and q < 2k, then for all p � q � k < k , @p

x v 2 H 1(R) ,! L 1 (R). By the triangular
inequality, it is su�cient to focus on a monomial expression of the form

Q(@xv; � � � ; @k
x v) =

kY

j =1

@ j
x v ;

with for all 1 � j � k,  j � k satisfy
P k

j =1  j = q. If there are somej such that  j � q� k,
then we can estimate the corresponding factors inL 1 (R). Now, if all the remaining factors
satisfy q � k <  j < k , we can conclude by using the Gagliardo-Nirenberg inequality. We
choose a particularl and write, for j 6= l

k@ j
x vkL 1 . k@k

x vk� j
L 2 k@(q� k)

x vk1� � j
L 1 ; where � j =

 j � (q � k)
k � (q � k) � 1=2

;

and for j = l

k@ l
x vkL 2 . k@k

x vk� l
L 2 k@(q� k)

x vk1� � l
L 1 ; where � l =

 l � (q � k) � 1=2
k � (q � k) � 1=2

:

With these relations, we have

� =
kX

j =1
q� k< j � k

� j � 1 ;

and then we are able to write
kQ(@xv; � � � ; @k

x v)kL 2 �
Cq;k(k@xvkL 1 ; � � � ; k@(q� k)

x vkL 1 )k@k
x vk�

L 2 k@(q� k)
x vk1� �

L 1 :

Finally, if there exists j 0 such that  j 0 = k, the corresponding factor belongs toL 2(R) and
all other j satis�es  j � q � k. Then, for all j 6= j 0, we have@ j

x v 2 L 1 (R). Combining all
previous cases, and using the Sobolev embeddingH 1(R) ,! L 1 (R), we can write

kQ(@xv; � � � ; @k
x v)kL 2 � Cq;k(k@xvkL 1 ; � � � ; k@(q� k)

x vkL 1 )kvkH k :

�
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Recall that hk contains two terms of weight q = k + 1 and q = k + 3. We deduced in
Proposition 1.3 the general form

hk (v; v1; � � � ; vk ) =
X

i

� i (v)
kY

j =1

@ j
x v ;

where the � i are bounded functions ofv on J . Then, Lemma 1.7 gives us the following
estimate

khk (v; v1; � � � ; vk )kL 2 � Ck (kvkL 1 ; � � � ; k@3
x vkL 1 )kvkH k :

Let us now focus on the �rst order terms gk@xvk . This term brings no trouble at all as
we can regroup it with the �rst order term in Eq. (38)

[a(v) � gk (v; v1; v2)] @xvk :

When taking the inner product with vk , we can estimate
h(a � gk ) @xvk jvk i � k @x (a � gk ) kL 1 kvkk2

L 2

� Ck (kvkL 1 ; kv1kL 1 ; kv2kL 1 ; kv3kL 1 )kvkk2
L 2

This leaves us with the only one remaining termf k@2
x vk . This one cannot be estimated

as the previous ones because it contains too many derivatives. The method we present
here consists in usinggaugesin the equation, following ideas from [92].

Formally and in all generality, what we call a gauge is a general di�erential operator
with unknown variable coe�cients that cancels out ‘bad’ commutator terms when applied
to the equation. The key property is that the commutator of two di�erential operators of
order respectivelyp1 and p2 is of order p1 + p2 � 1. In our case, the equation is of leading
order three, with a priori two subprincipal terms we wish to reduce to order zero. We could
de�ne a gauge of the type

� = zeroth term + order ( � 1) term

and apply it to our equation. Doing so, the two commutators with the leading order term
would be of second and �rst order. These two new terms can be gathered with the existing
ones, and, in practice, one can choose the coe�cients of the gauge as solutions of ODEs,
to cancel (or at least control) the subprincipal terms.

In our situation, we have already shown that the �rst order term can be controlled
without this technique. Using this fact, we will de�ne a particular gauge as a function

(42) � k : (v; � � � ; vk ) 7! � k (v; � � � ; vk ) ;

to cancel the second order termf k@2
x vk . As we will see in the computation though, we will

have to check that the arising �rst order term can be bounded.
Now, we multiply Eq. (38) by � 2

k

� k@t (� kvk ) + � ka@x (� kvk ) + @x � k �@x � k �@xvk + Rk =

� k � k f k@2
x vk + � k � kgk@xvk + � k � khk ;

where the four remaining terms are gathered in
Rk = � ka [� k ; @x ] vk + � k [� k ; @t ] vk + [ � k � k ; @x (� �)] @x �@xvk

+ @x �� k [� k ; @x ] �@xvk :

We expect the �rst two terms to be bounded in L 2(R) because they are of order zero.
This will be checked when we �nd bounds on the function � k . First, we compute the
commutators

(43)

�
� 2

k ; @x (� �)
�

= � 2�� k@x � k ;

[� k ; @x ] = � @x � k ;

[� k ; @t ] = � @t � k :
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With these relations we are able to compute the last two terms inRk

[� �
k � k ; @x (� �)] @x �@xvk = � 2� 2� k (@x � k )@2

x vk � 2� (@x � )� k (@x � k )@xvk ;

@x �� �
k [� k ; @x ] �@xvk = � � 2� k (@x � k )@2

x vk � @x
�
� 2� k (@x � k )

�
@xvk :

As expected, these terms coming from the commutators are also subprincipal terms. We
gather the coe�cients of the second order terms and �nd an ODE on the function � k .

(44) 3� 2(@x � k ) + � k f k = 0 :

Remark 1.8. To proceed with the comment of Remark 1.6, we observe thatk� 4 � v(� �
v@x )4vkL 2 = k@x (� � v@x )3vkL 2 which di�ers from k(� � v@x )@t vkL 2 | that is essentially
k� � v@2

x (� � v@x )2vkL 2 | only in some immaterial way. The advantage of using the gauge
strategy to determine a correct functional | instead of deducing it directly from the
Hamiltonian structure | is that it naturally generalizes to di�erentiation by any number
of derivative, as we have just shown.

We recall that this process added some commutator terms of �rst order terms we have
to control a posteriori. If we can prove the existence of� k satisfying the previous ODE
and belonging to a suitable space, here sayW 3;1 (R) for example, then we can get our
a priori energy estimate by the same argument on �rst order terms as the one presented
above.

Remark 1.9. We also need to prove a norm equivalence between the usualL 2 norm and
someL 2 norm involving � k . This will be done at the end of this section.

From Eq. 40, we come back to the ODE (44) and easily �nd

(45) � k (v) = � (v) � k � 1
3 :

Now, with the regularity properties of the function v 7! � (v), we directly get that � k
is bounded from above and away from zero. Moreover, for all 0� l � 3, there exists a
constant Ck such that

k@l
x � k (v)kL 1 � Ck (kvkW 3;1 ) ;

and
k@t � k (v)kL 1 � Ck (kvkW 3;1 ) :

Coming back to the �rst order terms, we check that
 @x

�
a(v) � gk � 2� (@x � )� k (@x � k ) � @x

�
� 2� k (@x � k )

�� 
L 1 � Ck (kvkW 3;1 ) :

Let us sum up formally what we obtained until now. At order k > 0, vk satis�es Eq.
(38). We de�ne a gauge

� k (v) = � (v) � (k � 1)=3 ;
and multiply Eq. (38) by � 2

k . This operation yields the equation satis�ed by the quantity
� kvk

� k@t (� kvk ) + @x � k �@x � k �@xvk = � 2
k

eRk (v) ;

where the function eRk gathers all the subprincipal terms we are now able to estimate

k� k eRk (v)kL 2 � Ck (kvkW 3;1 )k� kvkkL 2 :

This is a formal computation and we do not really get this ideal last estimate. In practice,
it is not the norm k� kvkkL 2 that appears but a combination of it and some normskvkH k

with or without the gauge � k . We need to prove norm equivalences between the weighted
norms we introduced up to this point.
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2.3. Weighted norms equivalences
As mentioned before, the �nal energy estimate cannot be obtained if we do not have

some norm equivalence on the quantities we are working with. More precisely, we prove
the following lemma

Lemma 1.10. Consider an integer k � 1, let J be a compact subset ofI � R. Let
� k = � � (k � 1)=3 with � : I ! R+ � of classC k+2 . On the one hand, there exists a constant
ck depending onlyJ such that, for all function v 2 H k (R) satisfying v(t; x ) 2 J for all
(t; x ) 2 R+ � R, then

(46)
1
ck

kvkL 2 � k � k (v)vkL 2 � ckkvkL 2 :

On the other hand, if we denotevk = ( � (v)@x )kv, there exist constants c0
k and Ck � 1

depending only on a constant� > 0 and J , such that for all function v 2 H k (R) with
v(t; x ) 2 J for all (t; x ) 2 R+ � R and kvkW 1;1 � � , then

(47)
1
c0

k
kvk2

H k � Ck � 1kvk2
H k � 1 + k� kvkk2

L 2 � c0
kkvk2

H k :

Proof.
The �rst inequalities are a direct consequence of the fact that the function � is bounded
from above and below asJ is compact. Regarding the second norm equivalence, we use
the same scheme of proof as in Lemma 1.7 with a weightq = k. Using the de�nition of vk ,
we can write

vk � � k (v)@k
x v =

X

i

� i (v)
kY

j =1

@ j
x v ;

where the � i are bounded functions onJ ,
P k

j =1  j = k and for all j ,  j � k � 1. The
leading order term in vk satis�es

1
ck

k@k
x vkL 2 � k � k (v)@k

x vkL 2 � ckk@k
x vkL 2 :

By Lemma 1.7, the remaining terms are bounded by
 vk � � k@k

x v


2

L 2
� 2qCk � 1(kvkW 1;1 )kvk2

H k � 1 :

Then, we get
1
c0

k
k@k

x vk2
L 2 � Ck � 1kvk2

H k � 1 � k vkk2
L 2 � c0

kk@k
x vk2

L 2 + Ck � 1kvk2
H k � 1 ;

rearranged as
1
c0

k
k@k

x vk2
L 2 � Ck � 1kvk2

H k � 1 + kvkk2
L 2 � c0

kkvk2
H k :

Using the inequality (46) and without renaming the constants already written for conve-
nience, we �nally obtain

1
c0

k
kvk2

H k � Ck � 1kvk2
H k � 1 + k� kvkk2

L 2 � c0
kkvk2

H k :

�

Then for all v 2 H k (R), we consider the weighted normj � j k de�ned recursively by

(48)

(
jvj2k = k� kvkk2

L 2 + C0
k � 1jvj2k � 1 ; for k � 1 ;

jvj0 = kvkL 2 :
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where the constantC0
k � 1 is determined by induction. This de�nition leads to the following

proposition.

Proposition 1.11. For all integer s � 1, the weighted normj�j s de�ned by (48) is equiva-
lent to the H s norm. More precisely, there exists a constantcs depending only on� > 0 and
J such that for all v 2 H s(R) with, for all (t; x ) 2 R+ � R, v(t; x ) 2 J and kvkW 1;1 � � ,
then

1
cs

kvk2
H s � j vj2s � cskvk2

H s :

Proof.
The proof is done by induction. For s = 1, the result is given by the relation (47) from
Lemma 1.10. For anys > 1, we have from (47) and the de�nition of j�j s

1
c0

s
kvk2

H s � Cs� 1kvk2
H s � 1 � C0

s� 1 jvj2s� 1 + jvj2s � c0
skvk2

H s :

Then, we get using the induction property (48)

1
c0

s
kvk2

H s +
�

C0
s � 1

c0
s � 1

� Cs� 1

�
kvk2

H s � 1 � j vj2s
� c0

skvk2
H s +

�
C0

s� 1c0
s� 1 � Cs� 1

�
kvk2

H s � 1 :

Finally, choosing the constant C0
s� 1 such that

�
C0

s� 1=c0
s� 1 � Cs� 1

�
> 0, we obtain with

new constants
1
cs

kvk2
H s � j vj2s � cskvk2

H s :

�

We are now able to give ana priori bound on a smooth solution of (qKdV).

Proposition 1.12. For any integer s � 4, a smooth solutionv of (qKdV) associated with
the initial condition v0 2 H s(R) satis�es

(49) kvkH s � Cs(kvkW 3;1 )kv0kH s

Proof.
Let us come back to the equation satis�ed by� kvk . Using what we have done previously, the
second order terms cancel out and we can rearrange the remaining terms in the following
way

� k@t (� kvk ) + @x � k �@x � k �@xvk = � 2
k

eRk (v) ;

where the function eRk gathers all the subprincipal terms we are now able to estimate

k eR(v)kL 2 � Ck (kvkW 3;1 ) (k� kvkkL 2 + kvkH k ) :

Taking the inner product with vk , we obtain

1
2

d
dt

k� kvkk2
L 2 =

D
� k eRk

� j� kvk

E
;

and then, using Lemma 1.10, we �nd some constantCk such that

d
dt

k� kvkk2
L 2 � Ck (kvkW 3;1 ) (k� kvkkL 2 + kvkH k ) k� kvkkL 2 :

Now, from the Proposition 1.11, without renaming the constants for convenience and by
summing the last inequalities for s � k � 1, each one being multiplied by the suitable
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constant, we get

(50)
d
dt

jvj2s � max
k

f Ck (kvkW 3;1 )gkvk2
H s

Integrating and calling the maximal constant C, we get

jv(t; �)j2s � j v0j2s +
Z t

0
C(kv(�; �)kW 3;1 )kv(�; �)k2

H s d� :

Finally, using Proposition 1.11, we write

kv(t; �)k2
H s � cs

�
jv0j2s +

Z t

0
C(kv(�; �)kW 3;1 )kv(�; �)k2

H s d�
�

:

We �nish the proof by Gronwall’s lemma. �

3. Existence of a smooth solution

This section is devoted to the proof of local well-posedness for (qKdV). We �rst state
the existence and uniqueness of a smooth solution to a parabolic regularized equation with
regularized initial data. Then, using uniform a priori bounds in large norms on this smooth
solution, we take a limit to prove the existence of solutions to (qKdV). Here, we shall adapt
a method by Bona & Smith [24] and prove directly that the convergence occurs in the
very spaceC (0; T ; H s(R)) and check uniqueness and continuity of the solution map with
respect to the initial data.

3.1. Study of a regularized equation
Let us introduce a small parameter " > 0. For now, we consider the regularized para-

bolic equation

(51) vt + avx + @x �@x �@xv + "4@4
x v = 0 :

Let � be a function of classC1 such that its Fourier transform is compactly supported
and equals 1 in a neighborhood of the origin and� in C1 (R�

+ ) a non decreasing function
with limit 0 at 0 that will be speci�ed later in the proof. Denote

� " =
1

� (" )
�

�
�

� (" )

�
:

Given v0 2 H s(R), we de�ne a regularized initial data by

(52) v0;" = � " � v0 :

Regarding the existence of a unique solution to (51) with initial data v0;" , we refer to re-
sults on analytic semigroups of semi-linear PDEs in [94] (x7:3:2) and [103] (x8:4) combined
with semigroup techniques in [15, 16 ]. More precisely, in their work on the Euler-Korteweg
system, S. Benzoni-Gavage, R. Danchin, S. Descombes used a similar fourth order regulari-
zation to prove the local existence of solutions of linear problems with variable coe�cients
with a time of existence independent of" . They use properties of the analytic semigroup
generated by @4

x and the Duhamel formula to prove the existence and uniqueness by a
�xed point method. Their technique can be directly applied to our semi-linear regularized
problem (51). Thus Eq. (51) has a unique solution belonging toC (0; T ; H 1 (R)), with a
time of existenceT > 0 depending on the initial data v0 and " .

Then, we consider a sequence of smooth solutions (v" )"> 0. To take a limit when " tends
to zero, we have to justify that the time of existence of the solution may be bounded from
below independently of " . We look for uniform a priori bounds on the solution v" using
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the techniques presented in the above section. We di�erentiate Eq. (51) by respecting the
skew-symmetry of the third order term and use a gauge to cancel remainders. After those
two operations, we get that, for all k � 0

(53) � k@t (� kvk ) + @x � k �@x � k �@xvk + � k"4@4
x (� kvk ) = � 2

k
eRk + "4� 2

kR" ;

where the term eRk contains all previous zero order remainders and the termR" is a
commutator term arising from the fourth order regularization. To deal with this new
commutator term, we �rst prove the following lemma

Lemma 1.13. Let Q(v; @xv; � � � ; @k+2 p
x v) be an homogeneous polynomial of weightk+2p 2

[k; 2k) with terms multiplied by bounded functions ofv. There exists a constant� > 0 such
that for all v 2 H k (R) and for all small " > 0,

"2p
D

Q(v; @xv; � � � ; @k+2 p
x v)j@k

x v
E

� C� kvk2
H k + "2p� k@k+ p

x vk2
L 2 :

Proof.
The proof uses that of Lemma 1.7. A general form of Q is

Q(v; @xv; � � � ; @k+2 p
x v) =

X

i

� i (v)
kY

j =1

@ j
x v ;

where the � i are bounded onJ and for all 1 � j � k,  j � k +2p satisfy
P k

j =1  j = k +2p.
First, we take the inner product with @k

x v and use an integration by parts to get an
expression of the form D

P (v; @xv; � � � ; @k+ p
x v)j@k+ p

x v
E

Now, thanks to the triangular inequality, it is su�cient to work on a monomial expression.
Without changing notations for convenience, we consider

P (v; @xv; � � � ; @k+ p
x v) =

kY

j =1

@ j
x v :

where for all 1 � j � k,  j � k + p satisfy
P k

j =1  j = k + p.
If for all j ,  j � k, we proceed exactly as in Lemma 1.7 to get

D
P j@k+ p

x v
E

. kvkH k k@k+ p
x vkL 2 :

Now, if there is a factor with k <  l � k + p, we use the again Gagliardo-Nirenberg
inequality. We know there could be only one becausep � k=2.

k@ l
x vkL 2 . k@k+ p

x vk�
L 2 k@k

x vk1� �
L 2 ; where � =

 l � k
p

< 1 :

Finally, combining with previous terms, we have by Young’s inequality

kP (v; @xv; � � � ; @k+ p
x v)kL 2 . kvk1� �

H k k@k+ p
x vk�

L 2 . C� kvkH k + � k@k+ p
x vkL 2 :

Now, returning to our �rst polynomial expression
D

P (v; @xv; � � � ; @k+2 p
x v)j@k

x v
E

�
�

C� kvkH k + � k@k+ p
x vkL 2

�
k@k+ p

x vkL 2 :

Using another time Young’s inequality, we �nd new constants � 0 and C� 0 such that
D

P (v; @xv; � � � ; @k+2 p
x v)j@k

x v
E

� C� 0kvk2
H k + � 0k@k+ p

x vk2
L 2 :

To conclude the proof, we multiply by the bounded factor "2p and �nd the constant � to
be the maximum of the � 0 obtained for the various monomialsP . �
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Let us now come back to the regularized equation (51), and prove the following pro-
position.

Proposition 1.14. Let v0 2 H q(R) with q � 4. For s � q, the unique solution of (51)
with regularized initial data v0;" de�ned in (52) satis�es

kv(t; �)kH s .
kv0kH q

� (" )s� q :

Proof.
We follow the steps of proof of Proposition 1.12. We �rst take the inner product of (57)
with vk to obtain

1
2

d
dt

k� kvkk2
L 2 + k"2@2

x (� kvk )k2
L 2 =

D
� k eRj� kvk

E
+ "4 h� kR" j� kvk i :

Using the techniques of the previous section and the result of lemma 1.13, we obtain by
choosing the Young’s inequality constant such that� < 1=2,

1
2

d
dt k� kvkk2

L 2 + 1
2k"2@2

x (� kvk )k2
L 2 � C1 k� kvkk2

L 2

+ Ck (kvkL 1 ; kv1kL 1 )kvkH k k� kvkkL 2 :

Now, summing on 1� k � s and multiplying by the suitable constants Ck at each step,

d
dt

jvj2s + c
sX

k=1

k"2@2
x (� kvk )k2

L 2 � max
k

Ck kvk2
H s :

By integration with respect to time

jv(t; �)j2s +
Z t

0
c

sX

k=1

k"2@2
x (� kvk )k2

L 2 d� � j v0j2s +
Z t

0
Ckvk2

H s d� :

Finally,

kv(t; �)k2
H s + cs

Z t

0
c

sX

k=1

k"2@2
x (� kvk )k2

L 2 d� � cs

�
jv0j2s +

Z t

0
Ckvk2

H s d�
�

:

This last estimate and the norm equivalence give in particular

kv(t; �)k2
H s . kv0kH s +

Z t

0
Ckvk2

H s d� :

A classical molli�er property from appendix C in [ 16] gives us

kv0kH s � C
kv0kH q

� (" )s� q :

We �nish the proof by Gronwall’s lemma. �
In particular, for initial data v0 2 H s(R), we get a uniform bound of the solution in

H s(R) for any s � 4, that is independent of " . In the proof by S. Benzoni-Gavage, R.
Danchin, S. Descombes in [15], this uniform estimate is actually used directly in the �xed
point argument to justify that the time of existence of the solution v" is independent of
the regularization parameter " . Here we obtain this uniformity a posteriori. From now on,
we denote by T > 0 the minimal common time of existence of all the solutions in the
sequence (v" )"> 0 depending only onv0.
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3.2. Convergence to a solution of (qKdV)
From our regularized equations, we have a sequence of solutions (v" )"> 0 belonging to

C (0; T ; H 1 (R)) for some T > 0 given the same initial data v0;" regularized from v0 2
H q(R), q � 4 for all the sequence. We shall prove that this sequence is a Cauchy sequence
in C (0; T ; H s(R)) for any s � q � 4.

For 0 < � � " , we denote byv" and v� the two corresponding solutions of (51) and we
look for estimates onz = v" � v� . Then, our goal is to prove that kzkL 1 (0;T ;H s (R)) goes to
zero when" and � go to zero. We compute the di�erence between the two equations onv"
and v� to �nd

zt + a(v� )zx + @x � (v� )@x � (v� )@xz + � 4@4
x z =

�
"4 � � 4�

@4
x v"

+ ( a(v� ) � a(v" )) @xv"

+ @x � (v� )@x � (v� )@xv"

� @x � (v" )@x � (v" )@xv" :

We rewrite it in a more compact way

(54)
zt + ea";� zx + @x

� 1
2 � 2

"
�

zxx + @x � � @x � � @xz + � 4@4
x z =

�
"4 � � 4�

@4
x v" + F";� (z) ;

with obvious notations. F";� is a linear function with respect to z of homogeneous weight
3 and

ea";� = ea";� (v" ; @xv" ; @2
x v" ; v� ; @xv� ; @2

x v� ) :

In this last formulation, we gathered all the subprincipal terms. Again, the �rst order one
can be estimated by a direct computation since@xea";� belongs toL 1 (R) according to the
estimate on the solutionsv" and v� . Moreover, to take the limit, we will need estimates on
low derivatives of the di�erence z to compensate the loss involved by the high derivatives
in v" . More precisely, the arising of terms with too many derivatives on the coe�cients v"
forces us to use estimates given by Proposition 1.14 and then concede an inverse factor of
" . To recover this factor we shall prove that a low number of derivatives on the di�erence
z = v" � v� can compensate this loss in" . Then, we shall prove the following lemma

Lemma 1.15. For 0 < � � " , let v" (respectively v� ) denote the smooth solutions of(51)
with parameter " (respectively � ) and regularized initial data v0;" (respectively v0;� ) with
v0 2 H q(R) and q � 4. Then, for all 0 � p � q,

k@p
x (v" � v� ) kL 1 (0;T ;L 2 (R)) = o(� (" )q� p)

when " goes to zero.

Proof.
To get these new estimates, we start by looking for an estimate inL 2(R) and then in
H q(R). The structure of Eq. (54) is obviously di�erent from the one we have worked with
previously. In fact, it is principally the arising of the second order term @x

� 1
2 � 2

"
�

zxx which
causes troubles. Again, we use agauge� ";� to deal with this term and multiply the equation
by � 2

";� . Exactly as before, by computing commutators we �nd

(55)

� ";� @t (� ";� z) + � ";� ea";� @x (� ";� z) + @x � � � ";� @x � � � ";� @xz

+ � 4� ";� @4
x (� ";� z)

= � 2
";�

�
"4 � � 4�

@4
x v" + � 2

";�
eF";� (z)

+ � 4� ";� [� ";� ; @4
x ]z :
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In the previous expression, we have already used the cancellation due to our gauge and
the remainders of order zero are gathered in the termeF";� . As before, the ODE the gauge
has to satisfy is

3� 2
� � ";� @x � ";� = � � 2

";� @x

�
1
2

� 2
"

�
:

To solve this last equation, we rewrite it as

(56)
@x � ";�

� ";�
= �

1
3

@x � "

� "
�

@x (� 2
" )

6

�
1

� 2
�

�
1

� 2
"

�
:

The �rst part of the right hand side is directly integrable and causes no trouble and the
second part belongs toL 1(R). This yields that � ";� exists and belongs toL 1 (R) and thus,
from Eq. (56), we can ensure that for 0� l � 3

@l
x � ";� 2 L 1 (R) :

Moreover, using the equations satis�ed byv" and v� and the estimates we have for both
of them, we �nd by a Gagliardo-Nirenberg inequality

k@t � ";� kL 1 . C +
�
"4k@5

x v" kL 1 + � 4k@5
x v� kL 1

�
;

. C + " 4

� (" )3=2 + � 4

� ( � )3=2 ;

� C ;
for a well chosen function� . Those properties justify that all the remainders from commu-
tators gathered in eF";� are bounded in L 2(R) as the gauge and all its derivatives arising
in the computation are bounded in L 1 (R). So the adding of this gauge does not change
anything from what was done in the previous section, especially regarding the norm equi-
valences.

There are two terms left to control. The �rst one

� 4� ";� [� ";� ; @4
x ]z

is treated using the same scheme of proof as in Lemma 1.13. By the Gagliardo-Nirenberg
inequality and the estimates on (v" )"> 0, we get constants� > 0 and C� such that

� 4 

� ";� [� ";� ; @4

x ]zjz
�

� � 4C� kvnk2
L 2 + � 4� k@2

x zk2
L 2

For the second one, we write


� ";�

�
"4 � � 4�

@4
x v" j� ";� z

�
. "4k@4

x v" kL 2 k� ";� zkL 2

. " 4

� (" )4� q kv0kH q k� ";� zkL 2 :

Finally, choosing Young’s inequality constant such that � < 1=2, the estimate we get by
taking the inner product of eq. (55) with z is

1
2

d
dt

k� ";� zk2
L 2 +

� 4

2
k@2

x (� ";� z)k2
L 2 � Ck� ";� zk2

L 2 +
"4

� (" )4� q kv0kH q k� ";� zkL 2 :

An integration in time and Gronwall’s lemma yield

k� ";� z(t)kL 2 � k � ";� z(0)kL 2 +
"4

� (" )4� q kv0kH q :

A classical property on molli�ers, again from appendix C of [16], and norm equivalences
�nally give

kzkL 1 (0;T ;L 2 (R)) = o(� (" )q) +
"4

� (" )4� q = o(� (" )q) ;

for a suitable choice of� , namely
� (" ) = " �

with � < 1.
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This last relation yields the desired estimate in L 2(R). Let us now focus on the pro-
perty in H q(R) To do this, we need to di�erentiate the equation q times using again our
di�erential operator � (v� )@x and the corresponding gauge� q(v� ) from the previous section.
We recall that z satis�es

zt + ea";� zx + @x

�
1
2

� 2
"

�
zxx + @x � � @x � � @xz � � 4@4

x z =
�
"4 � � 4�

@4
x v" + F";� (z) ;

The total gauge we will use is � q = � q(v� )� ";� . Then, exactly as before, di�erentiating q
times, multiplying by � 2

q and computing commutators

(57)

� q@t (� qzq) + � qea";� @x (� qzq) + @x � � � q@x � � � q@xzq

+ � 4� q@4
x � qzq

= � 2
q

eF";� (z; � � � ; zq) + � 4� q[� q; @4
x ]zq

+ � 4(� q)2[(@x (� � �))q ; @4
x ]z

+ � 2
q

�
"4 � � 4�

(@x (� � �))q @4
x v" :

In this last expression, we have already used cancellations from the gauges and the term
eF";� contains all the remainders of commutators we have encountered before. This term
involves up to q + 3 derivatives on v" and up to q derivatives on v� and will have to be
estimated again to make sure it remains bounded uniformly in" . In the following we deal
with the four terms in the right hand side.

Let us deal �rst with the second one. This term is the same as in theL 2 case treated
previously and we will later set Young’s inequality constant to control it.

For the third one, we use directly the lemma 1.13 with k = 4 and p = 2 to get that
there exists constants� > 0 and C� such that

� 4 

[(@x (� � �))q ; @4

x ]zjzq
�

. C� kzk2
H q + � 4� k@2

x zqk2
L 2 :

We rewrite the last term as

� 2
q

�
"4 � � 4�

(@x (( � � � � " )�))q @4
x v" + � 2

q
�
"4 � � 4�

(@x (� " �))q @4
x v" :

In the �rst part, it appears at most order q derivatives of z and order q+ 4 derivatives of
v" . We rewrite it as a sum of terms of the general form

�
"4 � � 4�

@q
xz @q+4 � l

x v" ;

with 0 � l � q. Using a bootstrap argument, we get the estimate
�
"4 � � 4�

k@l
xz @q+4 � l

x v" kL 2 . "4k@q
xzkL 2 k@q+4 � l

x v" kL 1 ;

with

"4k@q
xzkL 2 k@q+4 � l

x v" kL 1 =
o(� (" )q� l ) "4

� (" )(4� l )=2+(5 � l )=2 = o(1) :

For the second part of this last term, the term which has the worst possible loss of derivative
is �

"4 � � 4�
v" @q+4

x v" :
In this case, we estimate as before

�
"4 � � 4�

kv" @q+4
x v" kL 2 .

"4

� (" )4 = o(1) ;

with our de�nition of the function � . This �nal estimate proves that the last term in eq.
(57) goes to zero when" goes to zero.

We are left with eF";� , which we rewrite in general form
X

i

� i (v" ; v� ; z)
Y

j;l;m

@ j
x v" @ l

x v� @ m
x z ;
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where for all j , l and m,  j � q + 3,  l � q,  m � q and
X

j;l;m

 j +  l +  m = q + 3 :

If  j � q then the Gagliardo-Nirenberg inequality gives us our estimate as 3�  m � q and
there is no loss in 1=� (" ) involved. The issue occurs when there is more thanq derivatives
on either v" . In this case,  l � 3 and the corresponding factors are bounded inL 1 . Then,
we write for 1 � l � 3

k@q+3 � l
x v" kL 1 k@l

xzkL 2 =
o(� (" )q� l )
� (" )3+1 =2� l = o(1) :

Finally, let us gather all we have done before. We take the inner product of Eq. (57)
by zq and, gathering all Young’s inequalities constants such that their sum is less than
1=2, we can write

1
2

d
dt

k� qzqk2
L 2 +

� 4

2
k@2

x (� qzq)k2
L 2 . k� qzqk2

L 2 + F (" )k� qzqjjL 2 ;

where we gathered inF (" ) = o(1) all the previously treated terms. Gronwall’s lemma
yields

(58) k� qzq(t; �)kL 2 . k� qzq(0; �)kL 2 + F (" ) ;

and with molli�ers properties

k� qzqkL 1 (0;T ;L 2 (R)) = o(1) :

Together with k� ";� zk2
L 1 (0;T ;L 2 (R)) = o(� (" )q), we complete the proof by interpolation and

norm equivalences. �

Corollary 1.16. The sequence(v" )"> 0 is a Cauchy sequence inC (0; T ; H s(R)) for any
s > 3+1=2. Then, its limit v 2 C (0; T ; H s(R)) \ C1(0; T ; H s� 3(R)) is a solution to (qKdV)
with initial data v0.

4. Uniqueness and continuity with respect to the data

4.1. Uniqueness and continuity with respect to the data
As announced, here we adapt a technique originally introduced by Bona & Smith in

[24] and later exploited in many papers, see [13, 15, 16 ] for example. We prove the
following theorem

Theorem 1.17. For an integer s � 4, let K be a strictly positive constant. For all v0 2
H s(R) of norm not greater than K , the mapping

H s(R) ! C (0; T ; H s(R)) \ C1(0; T; H s� 3(R))
v0 7! v ; solution of (qKdV) with initial data v0

is continuous.

Proof.
We aim at proving that for any sequence of initial conditions (vn

0 )n � 0 going to v0 in H s(R),
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then the corresponding sequence of solutions (vn )n � 0 goes tov, the solution corresponding
to the initial data v0. We start by writing

kvn � vkH s � k vn � vn
" kH s + kvn

" � v" kH s + kv" � vkH s :

We �rst focus on the �rst and third terms. Let us rewrite what we obtained in (58). For
" � � > 0, using norm equivalences and taking the limit� ! 0, we get

(59) kv" (t; �) � v(t; �)kH s � CK (kv"; 0 � v0kH s + F (" )) ;

where F (" ) goes to zero when" goes to zero. This kind of estimate is also true for the
di�erence between the solutionsvn

" and vn

(60) kvn
" (t; �) � vn (t; �)kH s � CK

�
kvn

"; 0 � vn
0 kH s + F (" )

�
:

Moreover, we have

(61)
kvn

"; 0 � vn
0 kH s � k vn

"; 0 � v"; 0kH s + kv"; 0 � v0kH s + kv0 � vn
0 kH s ;

� 2kvn
0 � v0kH s + kv"; 0 � v0kH s :

Now for the second term, we have to revisit the proof of Proposition 1.15 and more
precisely the way we obtained estimate (58). Here, we have to estimate the di�erence
between two solutions with same regularization parameter" , but which satisfy the same
regularized equation with di�erent initial data. We proceed exactly the same way with
some cancellations due to the fact that we actually take� = " in the computation. The
only point where we cannot follow the proof concerns the terms evaluated by

k@s+3 � q
x v" kL 1 k@q

x (vn
" � v" )kL 2 ;

for 0 � q � 3. Indeed, we have balanced the coe�cients involving" to actually get uniform
estimates with respect to this parameter (it was the purpose of Lemma 1.15) but here,
we cannot do the same. In fact we cannot hope to have a uniform estimate in" but, by a
Gagliardo-Nirenberg inequality we �nd

k@s+3 � q
x v" kL 1 k@q

x (vn
" � v" )kL 2 �

C
� (" )3� q+1 =2 kvn

" � v" kH s :

Finally, we obtain the following estimate

(62) kvn
" � v" kL 1 H s � C" kvn

0 � v0kH s ;

with the constant C" going to +1 when " goes to zero. Now, using all previous estimates

kvn � vkL 1 H s � CK
�
kvn

"; 0 � vn
0 kH s + F (" )

�
+ C" kvn

0 � v0kH s

+ CK (kv"; 0 � v0kH s + F (" )) ;

which �nally yields

kvn � vkL 1 H s � 2CK (kv"; 0 � v0kH s + F (" )) + (2 CK + C" )kvn
0 � v0kH s :

Now we �nd that

lim sup
n ! + 1

kvn � vkL 1 H s � 2CK (kv"; 0 � v0kH s + F (" )) :

This �nishes the proof as the right hand side of the last inequality goes to zero when"
goes to zero for any initial condition v0. �
The proof of uniqueness is a straightforward corollary of the previous one. Instead of

considering the di�erence betweenvn and v, we consider the di�erence between two dif-
ferent solutions u and v but with the same initial data u0 = v0. Following the exact same
steps of the previous proof, withv"; 0 = u"; 0, we deduce

ku � vkL 1 H s � 2CK (kv"; 0 � v0kH s + F (" )) :

Then, we get uniqueness when taking the limit" goes to zero.
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4.2. Concluding remarks
The present well-posedness result is set on the real linex 2 R. Nevertheless, as the proof

use only the structure of the qKdV equation and does not uses any dispersion estimate,
nothing prevents us from considering the same problem set on the torusR=� Z for any
period � > 0. Then, we are able to give a similar well-posedness result on a unidimensional
torus.

Theorem 1.18. Assume that k � 4. If p = � f 0 : I � R ! R is C k+1 and � : I ! R+ �

is C k+2 , then for all � > 0, v0 2 H k (R=� Z), there exists a timeT > 0 and a uniquev 2
C (0; T ; H k (R=� Z)) \ C1(0; T ; H k � 3(R=� Z)) solution to (35) with initial data v0. Moreover,
v0 7! v maps continuouslyH k (R=� Z) into C (0; T ; H k (R=� Z)) \ C1(0; T ; H k � 3(R=� Z)) .

Though we have not carried out such task here, it is likely that one may adapt the stra-
tegy expounded here to deal with non integer indices of regularity and relax the constraint
k � 4 to k > 3 + 1=2.

At �rst, we were aiming at a well-posedness result compatible with the study of the
non-linear stability of a known solution. More precisely, we were initially looking for a
solution of the equation as a perturbation around a bounded and in�nitely di�erentiable
given solution of (qKdV). Nevertheless, it appears that the gauge technique does not work
well in this case. The functions de�ning the gauge are harder to construct when coe�cients
depend not only the unknown solution but also on the known pro�le, especially when both
parts have di�erent localization properties. A perspective we did not investigate here would
be the study of a perturbations around a periodic state. The periodicity property, used
similarly as in [109], should enable us to overcome the previous di�culty and should give
us the suitable gauge estimates.
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Chapitre 2

Approche num�erique de la stabilit�e des ondes p�eriodiques
dans les syst�emes hamiltoniens
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Ce chapitre reprend les r�esultats de Co-periodic stability of periodic waves in some
Hamiltonian PDEs [20], �ecrit en collaboration avec S. Benzoni-Gavage et L. M. Rodrigues
et paru �a Nonlinearity, 29(11) :3241, 2016. Il est reproduit en annexe A. Il donne �egalement
des r�esultats de Modulated equations of Hamiltonian PDEs and dispersive shocks[18] issu
des mêmes collaborations et en cours de �nalisation.

1. �Equation de pro�l et famille d’ondes param�etr�ees

On s’int�eresse �a un type particulier de solutions de (2) : des ondes p�eriodiques pro-
gressives. Ces solutions s’�ecrivent sous la forme

U (t; x ) = U (x � ct) ;

o�u c est la vitesse de d�eplacement de l’onde. Une solution de (2) satisfait �egalement la
relation alg�ebrique (7), ce qui implique que le pro�l U d’une onde progressive satisfasse

@x (� (H + cQ )[U ]) = 0 :

Autrement dit, il existe � 2 RN tel que

(63) � (H + cQ )[U ] = � � :

Cette derni�ere �equation est une �equation d’Euler-Lagrange associ�ee au lagrangienL d�e�ni
par

L (U ; U x ; � ; c) = H (U ; U x ) + cQ (U ) + � � U ;
et par cons�equent, LL est une int�egrale premi�ere du syst�eme (63). Si U est solution de
(63), il existe alors � 2 R tel que

(64) LL (U ; U x ; � ; c) = � :

Les param�etres � et � sont des constantes d’int�egration. Les composantes de� jouent le
rôle de multiplicateurs de Lagrange et� repr�esente un niveau d’�energie associ�e �a l’�energie
LL , conserv�ee par (63). En r�esum�e, les ondes progressives d’un syst�eme hamiltonien �aN
�equations forment g�en�eralement une famille �a N + 2 param�etres ( �; � ; c) 2 RN +2 .

De plus, avec les d�e�nitions du hamiltonien H et du moment Q , la seconde �equation
de (63) s’�ecrit

@u I (v; u) + c@uQ (v; u) = � u :
L’hypoth�ese de stricte convexit�e de I selon la variable u nous permet de r�e�ecrire cette
derni�ere �equation sous la forme

T (v)u + @u I (v; 0) + cbv= � � u ; T (v) =
@2I
@u2

> 0 ; B =
�

0 b
b 0

�
; b = � 1 :

Ce qui permet d’a�rmer que

u = ~u(v; c; � u) = � T (v) � 1 (@u I (v; 0) + cbv+ � u ) :

L’�equation (64) peut alors se simpli�er en

(65)
1
2

� (v)(vx )2 + W (v; c; � ) = � ;

o�u W joue le rôle d’un potentiel d�e�ni par

(66) W (v; c; � ) = � f (v) � I (v; ~u(v)) � cQ (v; ~u(v)) � � � (v; ~u(v)) t :

Commen�cons par analyser un exemple de potentielW . La �gure 2.1 repr�esente le potentiel
associ�e �a l’�equation de KdV en fonction de la variable v �a ( c; � ) �x�es, ainsi que di��erents
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Figure 2.1. Exemple de potentielW (v) de type KdV. Les niveaux d’�ener-
gie � sont repr�esent�es par des lignes horizontales de couleurs.

niveaux d’�energie � . Dans ce cas correspondant �aN = 1, p(v) = 3 v2 et le potentiel W est
un polynôme de degr�e 3 selon la variablev

W (v; c; � ) = v3 � c
2v2 � �v :

Sur la �gure 2.2 sont repr�esent�ees les orbites associ�ees aux di��erents niveaux d’�energie� de
la �gure 2.1 dans le plan de phase (v; vx ). Ces orbites sont obtenues �a partir de l’�equation
(13) pour di��erents param�etres � admissibles, c’est �a dire les� 2 R tels qu’il existe au
moins un v qui v�eri�e

� � W (v; c; � ) � 0 ;
toujours �a ( c; � ) �x�es. Plus pr�ecis�ement, toujours dans le cas N = 1, la d�eriv�ee premi�ere
du potentiel W (v; � ; c) est donn�ee par

v 7! @vW (v; � ; c) = p(v) � cv � � ;

et donc sa d�eriv�ee seconde par

v 7! @2
v W (v; � ; c) = p0(v) � c :

�A la vue des similitudes avec le casN = 2, on emprunte la terminologie employ�ee en
physique des uides et on nommedroite de Rayleigh la droite d�e�nie par

v 7! p(v) � @vW (v; � ; c) = cv + � ;

de telle mani�ere qu’une intersection de cette droite avec la courbev 7! p(v) est un point
centre du portrait de phase si et seulement sip0(v) > c est un point selle si l’in�egalit�e
inverse est v�eri��ee. Le portrait de phase 2.2 est donc construit �a partir de cette droite
et de la courbev 7! p(v) donc l’exemple de (KdV) est repr�esent�e sur la �gure 2.3. On y
distingue la pr�esence d’un point centre et d’un point selle qui sont repr�esent�es sur la �gure
2.2. L’analyse de ce type de portrait de phase met en �evidence l’existence d’une famille
d’ondes progressives allant du soliton, ou onde solitaire, �a l’onde stationnaire. L’orbite
homocline orange avec une �energie associ�ee au maximum local deW correspond �a l’onde
solitaire d’�etat �a l’in�ni vs, tandis que l’orbite bleue associ�ee au minimum local deW
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Figure 2.2. Portrait de phase (v; vx ) dans lequel apparaissent les orbites
associ�ees aux niveaux d’�energie� de la �gure 2.1.

Figure 2.3. Exemple de courbev 7! p(v) et droite de Rayleigh pour
l’�equation de KdV.

correspond �a l’onde stationnaire d’�etat v0. Entre ces deux �etats d’�energie, il existe toute
une gamme de solutions p�eriodiques dont un exemple est repr�esent�e en rose. Pour une
�equation telle que KdV, ces informations sont bien connues. En revanche, les types de
potentiels et de portraits de phase d�ependent de la non-lin�earit�e que l’on consid�ere. Dans
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le casN = 1, pour l’�equation de KdV g�en�eralis�ee, c’est une loi de puissance p(v) = v avec
 > 0, mais on peut aussi consid�erer une non-lin�earit�e de type shallow-waterp(v) = v�  .

Dans le casN = 2, l’analyse du portrait de phase se fait de la même mani�ere. Puisque
� est strictement positive, le portrait de phase associ�e �a

(v; vx ) 7!
1
2

� (v)v2
x + W (v; � ; c)

admet un point centre et un point selle. On cherche doncvs et v0, deux points critiques
du potentiel W (v; � ; c). Le point selle vs, v�eri�ant @2

v W (vs; � ; c) < 0, correspond �a l’�etat
�a l’in�ni de l’onde solitaire, dont l’existence est assur�ee par la pr�esence d’un second �etat
vs v�eri�ant lui aussi

� s = W (vs; � ; c) = W (vs; � ; c) :

Autour du point centre v0, qui v�eri�e @2
v W (v0; � ; c) > 0, il existe des ondes p�eriodiques de

faible amplitude. On lui associe la valeur� 0 = W (v0; � ; c). Dans la suite de cette analyse,
on consid�erera vs < v 0 < v s, comme dans l’exemple �g. 2.1. L’autre possibilit�e correspond
�a une inversion de l’ordre de vs et vs, auquel cas l’onde solitaire est g�en�eralement appel�ee
dark soliton.

Puisque le potentiel W (�; � ; c) est monotone sur chacun des intervalles (vs; v0) et
(v0; vs), on peut d�e�nir un intervalle I (� ; c) = [ � 0; � s] � R tel que pour tous les para-
m�etres � 2 I (� ; c), l’�equation

� � W (v; � ; c) = 0 ;

admet uniquement deux racines comprises entrevs et vs, repr�esent�ees par v2 et v3 sur
l’exemple de la �gure 2.1. Ainsi, �a ( � ; c) �x�e, on trouve un ensemble de valeurs � 2 I (� ; c)
pour lesquelles les ondes associ�ees sont p�eriodiques, avec des valeursv 2 [v2; v3]. �A mesure
que � s’approche de� s, la p�eriode des ondes tend vers l’in�ni tandis que lorsque� tend
vers � 0, l’amplitude des ondes d�ecroit vers z�ero.

2. Int�egrale d’action et crit�eres de stabilit�e

On souhaite maintenant �etudier les propri�et�es de stabilit�e des ondes p�eriodiques dont
nous disposons. Consid�erons de nouveau une onde progressive p�eriodique sous la forme

U (t; x ) = U (x � ct) ;

o�u U est une solution p�eriodique des �equations de pro�l (63) et (64). On note de plus
� sa p�eriode spatiale qui est d�etermin�ee par le choix des param�etres ( �; � ; c). Dans la
suite, on consid�erera plus particuli�erement deux notions de stabilit�e distinctes, stabilit�e
modulationnelle et stabilit�e orbitale, qui sont d�e�nies ci-dessous. Elles correspondent �a la
stabilit�e du pro�l U par rapport �a des perturbations de natures di��erentes.

Notre objectif ici est de caract�eriser les propri�et�es de stabilit�e d’un pro�l p�eriodique �a
l’aide de crit�eres simples et �evaluables num�eriquement. On commencera donc par pr�esenter
l’objet qui sera au centre de ces di��erents crit�eres : l’int�egrale d’action.

2.1. Int�egrale d’action
Pour un pro�l p�eriodique U donn�e satisfaisant (63) (64), de p�eriode �, on d�e�nit

l’int�egrale d’action par

(67) �( �; � ; c) =
Z �

0
(H [U ] + cQ (U ) + � � U + � ) dx :
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Grâce �a (64) et sous r�eserve de r�egularit�e de H , on peut r�e�ecrire

�( �; � ; c) =
I

@H
@vx

(U ; vx )dv ;

ce qui correspond �a l’action de l’�equation d’Euler-Lagrange (63).
A�n de mieux comprendre la raison pour laquelle cette quantit�e apparâ�t dans notre

probl�eme, rappelons ce qui a �et�e obtenu dans [21, Prop. 1 & 2, Cor. 1].

Proposition 2.1. On supposeH : (U ; vx ) 7! H (U ; vx ) r�eguli�ere sur un ouvert U de
RN +1 . On suppose �egalement qu’il existe un ouvert
 de RN +2 et une famille de pro�ls
p�eriodiques param�etr�es par (c; � ; � ) 2 
 , c’est-�a-dire que l’application

(�; � ; c) 7! (U ; �) 2 C2
b � R

est r�eguli�ere pour tous (�; � ; c) 2 
 et telle que (63) et (64) soient v�eri��ees avec de plus
U (0) = U (�) , vx (0) = vx (�) = 0 .

Alors la fonction � d�e�nie par (67) est r�eguli�ere sur 
 et on a les relations suivantes

(68)
@�
@�

= � ;
@�
@c

=
Z �

0
Q (U )dx ; r � � =

Z �

0
U dx :

En cons�equence, l’application (�; � ; c) 2 
 7! (k; M ; P ) est un di��eomorphisme de 

sur son image si et seulement si elle est injective et

det (Hess�( �; � ; c)) 6= 0 ; 8(�; � ; c) 2 
 :

Dans ce cas, le syst�eme d’�equations modul�ees de Whitham(24) est �equivalent au sys-
t�eme suivant

(69)

8
>><

>>:

@T (@� �) + c@X (@� �) � (@� �) @X c = 0 ;

@T (r � �) + c@X (r � �) + ( @� �) B @X � = 0 ;

@T (@c�) + c@X (@c�) � (@� �) @X � = 0 :

Non seulement l’int�egrale d’action � apparâ�t naturellement dans l’�etude des �equations
modul�ees de Whitham, mais elle joue aussi un rôle encore plus naturel d’un point de vue
variationel. En e�et, l’�equation d’Euler-Lagrange (63) signi�e qu’un pro�l p�eriodique U
de p�eriode � est un point critique de la fonctionnelle

F ( �; � ;c) : U 7!
Z �

0
(H [U ] + cQ (U ) + � � U + � ) dx ;

�a � �x�e. Ainsi � d�e�nie par (67) est un candidat pour la valeur minimale de F ( �; � ;c) .
On verra ci-dessous, �a la section 2.3, comment ce type de fonctionnelle peut être utilis�e
comme fonctionnelle deLyapunov pour une �etude de stabilit�e orbitale.

L’int�egrale d’action est donc une quantit�e intimement li�ee aux propri�et�es de stabilit�e
que l’on souhaite traiter ici. En quelque sorte, son omnipr�esence n’est pas une surprise car
cette fonction joue le même rôle que lemoment d’instabilit�e introduit par Boussinesq en
1872 dans [30] pour l’�etude des ondes solitaires, mais cette fois pour les ondes p�eriodiques.
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2.2. Crit�ere de stabilit�e modulationnelle
Consid�erons le probl�eme de stabilit�e modulationnelle et pour cela, commen�cons par

r�e�ecrire le syst�eme (69). En introduisant

S =

0

BBBBB@

0 0 � � � 0 � 1
0 0
... B

...
0 0

� 1 0 � � � 0 0

1

CCCCCA
;

on obtient une formulation matricielle, en supposant Hess� inversible,

(70) @T W + D @X W = 0 ;

o�u W T = ( �; � T ; c) et
D = c Id + � ( Hess�) � 1 S :

D’apr�es la d�e�nition 0.4, sous les hypoth�eses de la proposition 2.1, un pro�l U = U (�; � ; c)
est modulationnellement stable si et seulement siHess�( �; � ; c) est inversible et le syst�eme
(70) est hyperbolique. Ceci permet d’�etablir le crit�ere de stabilit�e modulationnelle suivant

Crit�ere 1. Soit U = U (�; � ; c) un pro�l p�eriodique. U est modulationnellement stable si
et seulement siHess� est inversible au point ( �; � ; c) et D = D (�; � ; c) est diagonalisable
sur R.

En pratique, dans les cas de (KdV) et (EKL) pour lesquelsN = 1 ou 2, la stabilit�e
modulationnelle d’un pro�l donn�e sera donc �etudi�ee �a travers le spectre d’une matrice de
taille N + 2.

2.3. Crit�ere de stabilit�e orbitale
Consid�erons maintenant le probl�eme de stabilit�e orbitale vis �a vis de perturbations

de même p�eriode que l’onde consid�er�ee. Comme dans le cas des solutions stationnaires
d’ �EDO, l’id�ee est de tirer pro�t de la th�eorie de Lyapunov. Les di�cult�es inh�erentes aux
�EDP sont trait�ees par l’approche de Gillakis-Shatah-Strauss. Celle-ci permet d’�etablir un
crit�ere pour que la fonctionnelle

F ( �; � ;c) : U 7!
Z �

0
(H [U ] + cQ (U ) + � � U + � ) dx ;

admette un minimum local au point U , non pas sur son espace de d�e�nition H1 =
H 1(R=� Z) � (L 2(R=� Z))N � 1 mais sur une vari�et�e contrainte H1 \ C , avec

C =
�

U 2 (L 2(R=� Z))N ;
Z �

0
U dx =

Z �

0
U dx ;

Z �

0
Q (U )dx =

Z �

0
Q (U )dx

�
:

Les contraintes sont li�ees au fait que les int�egrales
R�

0 U dx et
R�

0 Q (U )dx sont conserv�ees
le long des solutions � -p�eriodiques de (2). Cette approche est bien connue dans le cas du
soliton [67] pour lequel elle a permis d’�etablir un crit�ere de stabilit�e impliquant la d�eriv�ee
seconde du moment de Boussinesq par rapport �a la vitesse du solitonM cc > 0.

Lorsqu’on cherche une condition pour que l’op�erateur A = Hess(H + cQ )[U ] soit
positif sur

TU C =
�

U 2 (L 2(R=� Z))N ;
Z �

0
U � r U Q (U )dx = 0 ;

Z �

0
U dx = 0

�
;

on �etablit le th�eor�eme suivante impliquant la signature n�egative n(Hess�) de la matrice
Hess�, c’est-�a-dire le nombre de valeurs propres n�egatives en comptant leur multiplicit�e.
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On introduit �egalement la matrice jacobienne C des contraintes
R�

0 U dx et
R�

0 Q (U )dx,
�a p�eriode � �x�ee, en fonction des param�etres ( � ; c).

Th�eor�eme 2.1. On suppose� telle que sa d�eriv�ee seconde� �� est non nulle et que la
matrice

C =
�r � � 
 �r � �

� ��
� �r 2� ;

est inversible pour(�; � ; c) 2 
 avec �r =
� r �

@c

�
. Alors on a la relation suivante sur les

signatures n�egatives
(71) n(A ) = n(A jTU C ) + n(C ) :

Ce th�eor�eme �etabli dans [ 21, Th. 3] utilise un r�esultat de nature alg�ebrique [ 105, 84 ].
Ainsi, la condition de stabilit�e sur l’op�erateur A jTU C se traduit par

n(A ) � n(C ) = 0 :
En travaillant d’une part sur les signatures n�egatives des matricesC et Hess�, et d’autre
part sur celle de l’op�erateur di��erentiel A , dont l’�etude de spectre se ram�ene �a celle d’un
op�erateur de Sturm-Liouville, on obtient la relation

n(A ) � n(C ) = n(Hess�) � N :

Par cons�equent, le crit�ere de stabilit�e revient simplement �a n(Hess�) = N . �A d�efaut de le
faire analytiquement, on peut tester num�eriquement les conditions � �� 6= 0, det Hess� 6= 0
et n(Hess�) = N . On peut ainsi r�esumer ce que donnent les crit�eres pour l’�equation de
KdV et le syst�eme d’Euler-Korteweg.

Crit�ere 2. Stabilit�e orbitale co-p�eriodique pour (KdV).
Si pour un certain (�; � ; c) les conditions

� �� 6= 0 ; det(Hess�) 6= 0 ; n(Hess�) = 1 ;
sont satisfaites, alors l’onde p�eriodique associ�ee �a (�; � ; c) solution de l’�equation de KdV
est conditionnellement orbitalement stable dansH 1(R=� Z).

Pour le syst�eme d’Euler-Korteweg, comme deux repr�esentations sont possibles, on for-
mule deux crit�eres. En e�et, même si les deux repr�esentations fournissent des �equations
de pro�ls �equivalentes, avec des structures analogues, les param�etres abstraits (�; � 1; � 2; c)
n’ont pas la même signi�cation selon le point de vue. On utilise plus volontiers les para-
m�etres ( �; �; j; � ) pour (EKE) et (EKL) et pour lesquels on a la correspondance dans la
table A.2.

abstrait � � 1 � 2 c
EKE � � � j �
EKL � � � � � j

Table 2.1. Notations des param�etres

Physiquement, � est la vitesse de l’onde (unit�e de longueur/unit�e de temps ) et j est
le transfert de mati�ere �a travers l’onde (homog�ene �a une densit�e fois une vitesse). On
constate sur la table A.2 que les rôles dec et j , et de � et � , sont, au signe pr�es, �echang�es
entre (EKE) et (EKL). De plus, ces syst�emes ont la même action �, dont la hessienne a
le même d�eterminant et la même signature n�egative en variables abstraites (�; � ; c) ou en
"variables physiques" (�; �; j; c ).
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Crit�ere 3. Stabilit�e orbitale co-p�eriodique pour (EKE).
Si pour un certain (�; �; j; � ) les conditions

� �� 6= 0 ; det(Hess�) 6= 0 ; n(Hess�) = 2 ;

sont satisfaites, alors l’onde p�eriodique associ�ee, solution de l’�equation de (EKE) est condi-
tionnellement orbitalement stable dansH 1(R=� Z) � L 2(R=� Z).

Crit�ere 4. Stabilit�e orbitale co-p�eriodique pour (EKL).
Si pour un certain (�; �; j; � ) les conditions

� �� 6= 0 ; det(Hess�) 6= 0 ; n(Hess�) = 2 ;

sont satisfaites, alors l’onde p�eriodique associ�ee, solution de l’�equation de (EKL) est condi-
tionnellement orbitalement stable dansH 1(R=� Z) � L 2(R=� Z).

D’un point de vue pratique, tous les calculs num�eriques seront men�es en coordonn�ees
lagrangiennes. L’int�egrale d’action �etant la même dans les deux repr�esentations, il su�t
d’e�ectuer nos calculs sur la version Lagrangienne et de v�eri�er �a la fois la condition
� �� 6= 0 et la condition � �� 6= 0, ou encore en coordonn�ees abstraites ��� 6= 0 et
� � 1 � 1 6= 0. On se concentrera donc sur le crit�ere 4 ainsi que sur la condition suppl�ementaire
� � 1 � 1 6= 0 (en coordonn�ees abstraites) a�n de v�eri�er num�eriquement qu’une onde �a les
même propri�et�es de stabilit�e dans les deux syst�emes de coordonn�ees.

On �etablit �egalement la pseudo-alternative suivante

Th�eor�eme 2.2. Soit N 2 f 1; 2g et H de la forme (4)-(5). On fait les hypoth�eses suivantes
(1) Il existe un ouvert 
 de RN +2 et une famille de pro�ls p�eriodiques U param�etr�es

par (�; � ; c) 2 
 solutions des �equations de pro�l (12)-(13). De plus, si on note �
la p�eriode du pro�l U

(�; � ; c) 2 
 7! (U ; �) 2 C2
b (R) � R

est continument di��erentiable.
(2) La p�eriode � est une fonction strictement monotone du param�etre � (� � 6= 0 ) et

l’int�egrale d’action � d�e�nie par (17) est telle que la matriceHess�( �; � ; c) est
inversible pour tout (�; � ; c) 2 
 .

(3) Pour toute p�eriode � dans l’ensemble des p�eriodes atteintes sur
 , il existe un sous-
espace denseH � de

�
L 2(R=� Z)

� N et un ouvert deH � sur lequel la fonctionnelle

U 7!
Z �

0
H [U ] dx

est de classeC2, et si on note h�; �i le crochet de dualit�e entre H0
� et H � , il existe

un r�eel � > 0 tel que

kU k2
H�

= hHessH [U ]U ; U i + � kU k2
L 2

d�e�nisse une norme �equivalente sur H � , uniform�ement selon les param�etres carac-
t�erisants le pro�l (U ; �) .

(4) Pour toute p�eriode � dans l’ensemble des p�eriodes atteintes sur
 , il existe un
sous-espace denseW � de H � pour lequel le probl�eme de Cauchy associ�e �a(2) est
localement bien pos�e.

Alors on a la pseudo alternative suivante : pour tout(�; � ; c) 2 

| si n(Hess�( �; � ; c)) � N = 0 , alors l’onde associ�ee est orbitalement stable,
| si n(Hess�( �; � ; c)) � N est impair, alors l’onde associ�ee est spectralement instable.
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Ce th�eor�eme est d�emontr�e dans l’article reproduit reproduit �a l’annexe A (voir rq.
A.9).

Remarque 2.2. En pratique, on s’attend au fait que l’instabilit�e spectrale entraine l’in-
stabilit�e non-lin�eaire des ondes. Même si cette pseudo-alternative ne fournit pas de con�r-
mation, elle n’entre pas en contradiction avec ces attentes. Pour simpli�er, on parlera
d’onde instable lorsquen(Hess�) � N est impair.

Remarque 2.3. Il existe un lien entre l’action � associ�ee au syst�eme d’Euler-Korteweg
(N = 2) et l’action � associ�ee �a l’�equation de Korteweg-de Vries g�en�eralis�ee ( N = 1). En
e�et, il est d�emontr�e dans l’annexe A, section 5.2.3 que l’on peut exprimer Hess�( �; �; j; � )
en fonction der � et Hess� �evalu�es au point ( � � 1

2 � 2; j� � �; � j 2). Ce lien permet d’�etablir
le th�eor�eme suivant (Th. A.25) qui compare les r�esultats de stabilit�e du syst�eme (EKL)
avec ceux de l’�equation (gKdV).

Th�eor�eme 2.3. Sous r�eserve d’existence d’une onde p�eriodique de(EKL) param�etr�ee par
(�; �; j; � ) et d’une onde p�eriodique de(gKdV) param�etr�ee par (� � 1

2 � 2; j� � �; � j 2), si
j 6= 0 ; � �� 6= 0 ; det(Hess� ) det(Hess�) < 0 ;

alors
n(Hess� ) = 1 , n(Hess�) = 2 :

Dans ce cas, l’onde p�eriodique de(EKL) param�etr�ee par (�; �; j; � ) et l’onde p�eriodique
de (gKdV) param�etr�ee par (� � 1

2 � 2; j� � �; � j 2) sont toutes deux conditionnellement
orbitalement stable.
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3. Recherche syst�ematique d’ondes p�eriodiques

Dans cette section, on s’int�eresse plus particuli�erement �a la recherche syst�ematique, de
mani�ere num�erique, d’ondes progressives p�eriodiques. Le probl�eme peut être r�esum�e de la
mani�ere suivante : pour un syst�eme du type (2) avecN = 1 ; 2, �etant donn�ees les di��erentes
fonctions I ,Q , p et p = � f 0, trouver l’ensemble � des param�etres (c; � ) 2 RN +1 pour
lesquels le syst�eme admet des solutions progressives p�eriodiques et auquel cas, en d�eduire
l’intervalle I (� ; c) � R associ�e pour les valeurs possibles du param�etre� . Pour certaines
non-lin�earit�es simples, on peut calculer les domaines � et I (� ; c) explicitement. Ce n’est pas
le cas en g�en�eral et c’est pourquoi une exploration num�erique syst�ematique est int�eressante.

3.1. M�ethodologie
La donn�ee du probl�eme, pour chaque couple (� ; c) 2 RN +1 que l’on doit tester, est la

fonction v 7! W (v; c; � ) sur un intervalle �x�e V , ainsi que ses d�eriv�ees selon la variablev.
Dans un premier temps, on cherche les minima locaux de ce potentiel. En cas d’�echec, on
modi�e l’intervalle V avant de relancer la recherche. On sait alors qu’il existe un intervalle
I (� ; c) dont le minimum est la valeur du potentiel �a son minimum local, tel que l’on ait des
pro�ls p�eriodiques pour � 2 I (� ; c). D�eterminer le plus grand intervalle I (� ; c) demande
de rechercher les maxima locaux du potentiel les plus proches du minimum local. Toutes
ces recherches peuvent se faire par la m�ethode de Newton. Trois m�ethodes de Newton
successives permettent de trouver le minimum local du potentiel, son maximum local s’il
existe, ainsi que la valeur dev pour laquelle le potentiel atteint le même niveau d’�energie
que son maximum local. Ces trois valeurs, repr�esent�ees par les lignes verticales pointill�ees
sur les �gures 2.1 et 2.2, permettent de connaitre tous les param�etres dupuits de potentiel
que l’on souhaite �etudier. C’est-�a-dire, l’intervalle I (� ; c), l’intervalle V et la solution
stationnaire du probl�eme.

La tol�erance utilis�ee pour la m�ethode de Newton est " = 10 � 10 et plusieurs tests met-
tant en jeu le signe de@2

v W sont e�ectu�es en cours de boucle a�n de v�eri�er la convergence
vers un minimum ou un maximum local. En pratique, sachant que le succ�es de la m�ethode
de Newton d�epend fortement de son initialisation, le crit�ere sur le signe de la d�eriv�ee
seconde du potentiel permet d’analyser la convergence de l’algorithme vers une solution
admissible et de relancer la m�ethode �a partir d’un autre point choisi dans le cas contraire.
La r�ep�etition de cette op�eration un nombre �ni de fois permet dans la grande majorit�e des
cas d’aboutir au r�esultat en un temps de calcul tout �a fait acceptable, c’est-�a-dire de l’ordre
de la minute pour 2500 couples (� ; c) test�es. Bien qu’elle permette d’aborder les syst�emes
hamiltoniens en toute g�en�eralit�e, cette m�ethode reste imparfaite et peut �echouer pour cer-
tains cas pathologiques, comme on l’a observ�e pour des potentiels tropplats, o�u l’intervalle
I (� ; c) est trop petit, ou trop oscillants, o�u la recherche d’extrema locaux adjacents pose
probl�eme.

3.2. Quelques r�esultats num�eriques
On pr�esente ici quelques r�esultats de cette m�ethode de recherche. Sur la �gure 2.4

est repr�esent�e en rouge l’ensemble des couples (c; � ) 2 � associ�es �a un potentiel admet-
tant un minimum local, �a gauche pour l’�equation de KdV et �a droite pour l’�equation de
KdV g�en�eralis�ee d’ordre 4. On observe e�ectivement pour ces syst�emes l’existence d’ondes
p�eriodiques caract�eris�ees par les couples (� ; c), dits admissibles. Pour (KdV), on connait
explicitement la fronti�ere du domaine �. Dans ce cas, le potentiel est un polynôme de
degr�e 3

W (v; �; c ) = v3 � c2

2 v2 � �v ;
et le domaine � est caract�eris�e par l’existence de deux racines distinctes de la d�eriv�ee

@vW (v; �; c ) = 3 v2 � c2v � � :
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Figure 2.4. Dans le casN = 1 est repr�esent�e en rouge le lieu des points
(� ; c) pour lesquels le potentiel W (�; c; � ) admet des ondes progressives
p�eriodiques, pour l’�equation de KdV �a gauche ( p = 3v2) et KdV g�en�eralis�ee
�a droite ( p = 5v4). Dans les deux cas, la recherche est e�ectu�ee pourjcj � 50
et j� j � 50.

Figure 2.5. Dans le casN = 1 et pour l’�equation de KdV, p = 3v2. Le
potentiel W (v; c� ) en fonction dev pour c = 60 et � = � 60 (en bleu) apr�es
recherche des di��erents param�etres par m�ethodes de Newton.

L’�equation qui d�ecrit la fronti�ere de � s’�ecrit donc

c2 + 12 � = 0 :

Ainsi, si � > � c2

12 , alors (�; c ) 2 �. Ceci est coh�erent avec les r�esultats pr�esent�es �g. 2.4,
sur laquelle cette fronti�ere est repr�esent�ee en noir (�a gauche). Dans un second temps, pour
chaque couple (� ; c) admissible, il reste �a d�eterminer l’intervalle I (� ; c) qui permettra de
caract�eriser enti�erement la famille d’ondes p�eriodiques issue du point stationnaire o�u le
potentiel a un minimum local. Le r�esultat de la recherche de l’intervalle I (� ; c), ainsi que
celle de l’intervalle V est repr�esent�e sur la �gure 2.5 dans le cas particulier de l’�equation
de KdV et pour c = 60 et � = � 60. Sur cette �gure, on a repr�esent�e en rouge le niveau
d’�energie � maximal correspondant �a la limite soliton, en vert le niveau minimal associ�e �a la
limite harmonique et en mauve le niveau moyen pour lequel l’onde associ�ee est p�eriodique.
En r�ep�etant l’op�eration pour l’ensemble des param�etres ( c; � ) admissibles, on obtient une
famille de solutions p�eriodiques d’un syst�eme en fonction des param�etres (�; � ; c) qui
pourra être exploit�ee par la suite.
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3.3. Discussion sur la pr�ecision des r�esultats
De prime abord, la recherche d’extrema par la m�ethode de Newton peut sembler être

une erreur. En e�et, il existe de nombreuses m�ethodes num�eriques bien mieux adapt�ees
�a ce type de probl�eme. N�eanmoins, ici on se contente d’une m�ethode de Newton pour la
bonne et simple raison que l’on travaille sur un probl�eme scalaire et que cet algorithme
ne requiert qu’un faible nombre d’it�erations et donc un temps de calcul tr�es faible en
comparaison d’autres m�ethodes.�Etant donn�e que l’on envisage une �etude g�en�eralis�ee des
syst�emes hamiltoniens, il semble important de privil�egier le coût de calcul des op�erations
simples a�n de pouvoir les r�ep�eter un grand nombre de fois.

Il convient �egalement de mentioner les impr�ecisions num�eriques provenant de la d�e�-
nition du syst�eme (2). Plus pr�ecis�ement, pour certains syst�emes et certains jeux de para-
m�etres, la recherche d’unpuits de potentiel peut s’av�erer extrêmement impr�ecise. C’est le
cas des deux �equations pr�esent�ees ci-dessus, KdV et (gKdV) pour lesquelles l’ensemble des
param�etres (c; � ) admissibles admet une fronti�ere. Pour les couples de param�etres admis-
sibles proches de cette fronti�ere, les di��erents points recherch�es (minimum local, maximum
local, etc...) sont num�eriquement presque confondus, ou de mani�ere �equivalente, laprofon-
deur du puits de potentiel en question est num�eriquement trop faible en comparaison des
�ecarts qui seront n�ecessaire pour e�ectuer la suite de notre calcul. Dans ces cas particuliers,
on trouve donc des param�etres (c; � ) admissibles mais les impr�ecisions num�eriques peuvent
compromettre totalement leur exploitation ult�erieure. N�eanmoins, ce genre d’impr�ecision
peut être surmont�e en �etudiant les cas pathologiquesen particulier, c’est �a dire en ra�nant
les di��erentes recherches a�n d’augmenter la pr�ecision.
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4. Approche num�erique pour l’�evaluation des crit�eres de stabilit�e

Rappelons que l’outil commun �a tous les crit�eres de stabilit�e qui ont �et�e introduits est
l’int�egrale d’action �, ou plus pr�ecis�ement ses d�eriv�ees secondes contenues dans sa matrice
HessienneHess�. Cette section concerne une m�ethode num�erique permettant de tester les
crit�eres de la section 2.

4.1. M�ethodologie
Rappelons tout d’abord la forme de l’int�egrale d’action (67)

�( �; � ; c) =
Z �

0
(H [U ] + cQ (U ) + � � U + � ) dx ;

qui peut se r�e�ecrire comme une int�egrale de contour dans le plan de phase. Cette derni�ere
se r�eduit �a

�( �; � ; c) =
I p

2� (v)( � � W (v; � ; c))dv :

Pour calculer cette int�egrale, nous avons besoin des param�etres obtenus lors de la recherche
d�ecrite �a la section 3. Les di��erentes notations utiles sont r�esum�ees sur la tableau de
variation ci-apr�es A.1 et correspondent �a un potentiel du type pr�esent�e sur la �gure 2.5.
Plus pr�ecis�ement, v0 est le minimum local de W dont la valeur est W (v0; � ; c) = � 0 et
vs est son maximum local dont la valeur estW (vs; � ; c) = � s. Le point vs est la seconde
solution de l’�equation � s � W (v; � ; c) = 0. En�n v2 et v3 sont les valeurs minimale et
maximale de l’onde p�eriodique de param�etres (�; � ; c).

v v1 vs v2 v0 v3 vs

W 0 + 0 � 0 +
� s � s

% & %
W � � �

% & %
� 0

Table 2.2. Variations du potentiel W .

Les variations pr�esent�ees sur la table A.1 correspondent en particulier au cas de l’�equa-
tion de KdV pour laquelle le potentiel est un polynôme de degr�e 3. Les di��erentes valeurs
v0, vs puis v1, v2, v3 quand � est �x�e, sont obtenues par m�ethodes de Newton de tol�erance
" = 10 � 10. Avec ces notations, l’int�egrale d’action se r�e�ecrit

�( �; � ; c) = 2
Z v3

v2

p
2� (v)( � � W (v; � ; c))dv :

A�n de calculer num�eriquement cette int�egrale et ses d�eriv�ees partielles par rapport �a
(�; � ; c), il convient de prêter aux bords v = v2et v = v3. En e�et, même si l’int�egrale
d’action ci-dessus ne pr�esente pas de singularit�es au sens o�u l’int�egrale est continue jus-
qu’aux bords, ce n’est pas le cas de certaines quantit�es comme la p�eriode, les valeurs
moyennes ou encore la moyenne du moment qu’il faudra pourtant calculer :

� = 2
Z v3

v2

s
� (v)

2(� � W (v; � ; c))
dv ;

M = hU i =
2
�

Z v3

v2

v

s
� (v)

2(� � W (v; � ; c))
dv ;
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U 2�

=
2
�

Z v3

v2

v2

s
� (v)

2(� � W (v; � ; c))
dv :

On commence par normaliser l’intervalle d’int�egration, ce qui permettra de conserver une
pr�ecision identique pour tous les exemples de puits de potentiel que nous pourrions �etu-
dier et qui a surtout l’avantage de d�esingulariser ces int�egrales. On e�ectue pour cela le
changement de variable, comme dans [32, 22 ],

v(! ) =
v3 + v2

2
+

v3 � v2

2
sin ! :

L’int�egration num�erique sera donc faite sur l’intervalle ] � �= 2; �= 2[, avec un nombre de
points �x�e pour toutes les valeurs de v2 et v3 que l’on pourra rencontrer. On verra que ce
nombre de points n’est pas n�ecessairement �elev�e, plusieurs centaines peuvent su�re. A�n
de pr�eciser la d�esingularisation, on �ecrit

� � W (v; � ; c) = ( v3 � v)(v � v2)R (v; v2; v3; � ; c) ;

o�u

(72) R (v; v2; v3; � ; c) =
Z 1

0

Z 1

0
t@2

v W (v2 + t(v3 � v2) + ts(v � v3); � ; c) ds dt ;

ne s’annule pas si on a pris soin de s�electionner les pointsv2 et v3 de sorte queW (v; �; c ) < 0
pour v2 < v < v 3, voir table A.1. L’int�egrale d’action s’�ecrit alors

�( �; � ; c) = ( v3 � v2)2
Z �= 2

� �= 2

p
� (v(! ))R (v(! ); v2; v3; � ; c)=2 cos2(! )d! :

De la même mani�ere, pour n’importe quelle fonction r�eguli�ere � , on peut �ecrire une for-
mulation int�egrale sans singularit�es de la mani�ere suivante

h� i =
1
�

Z �

0
� (v)dv =

2
�

Z �= 2

� �= 2
� (v(! ))

s
� (v(! ))

2R (v(! ); v2; v3; � ; c)
d! :

En pratique, on ne calculera pas la fonctionR �a partir de sa formulation (72) mais plutôt
�a partir de la relation

(73) R (v; v2; v3; � ; c) =
� � W (v; � ; c)

(v3 � v)(v � v2)
;

a�n de limiter le temps de calcul en �economisant une double int�egration. Même si la
fonction R est r�eguli�ere aux deux extr�emit�es de l’intervalle v2 et v3, d’un point de vue
num�erique, la relation (73) diverge lorsque v = v2 et v = v3 en raison de l’erreur commise
lors de leur �evaluation par m�ethode de Newton de tol�erance " , en tant que solutions de

� � W (v2; � ; c) = � � W (v3; � ; c) = 0 :

Si l’intervalle est discr�etis�e en vi ; 0 � i � n avec doncv0 = v2 et vn = v3, on calcule
num�eriquement la fonction R �a partir de la relation (73) sur l’intervalle [ v2 + �

n ; v3 � �
n ]

et on e�ectue une extrapolation �a l’ordre 1 pour les deux extr�emit�es

R (v2; v2; v3; � ; c) = 2 R (v1; v2; v3; � ; c) � R (v2; v2; v3; � ; c) ;

R (v3; v2; v3; � ; c) = 2 R (vn ; v2; v3; � ; c) � R (vn � 1; v2; v3; � ; c) :
Pour le calcul num�erique de ces int�egrales, on s’est content�e de la m�ethode des trap�ezes,
la m�ethode de Simpson n’ayant pas apport�e de pr�ecision suppl�ementaire. La m�ethode des
trap�ezes est particuli�erement adapt�ee aux calculs d’int�egrales de fonctions p�eriodiques sur
leur p�eriode. On pr�esentera une estimation de l’erreur relative commise �a la section 6.1.

Dans un second temps, on calcule les d�eriv�ees secondes de l’action par di��erences
�nies d’ordre 2. Pour plus de clart�e, les d�eriv�ees sont calcul�ees dans les variables abstraites
d�e�nies dans la table A.2 qui pr�esente l’int�erêt d’être valable pour les deux cas N = 1 ; 2.
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Plus pr�ecis�ement, pour N = 1, les variables de l’action sont (�; �; c ) et pour N = 2, elles
sont not�ees (�; � 1; � 2; c). Dans les deux cas on utilise un r�eseau de 3N +2 points avec un
pas de d�erivation not�e � � pour n’importe quelle variable � 2 f �; � ; cg. En pratique, la
tol�erance " des m�ethodes de Newton et le pas d’int�egration � ! sont gard�es constants dans
toute la suite. En revanche, le pas de d�erivation � � peut varier suivant les cas �etudi�es. On
verra que le choix relatif des pas de discr�etisation peut entrâ�ner certaines impr�ecisions
num�eriques. Ces choix seront discut�es en d�etail dans la suite de ce x, mais on peut d’ores et
d�ej�a fournir une rapide explication de ce ph�enom�ene num�erique. La m�ethode d’int�egration
pr�esente une erreur de discr�etisation relative au pas � ! d’ordre exponentiel puisque l’on
met en �uvre la m�ethode des trap�ezes sur des fonctions p�eriodiques (voir [120]). Cette
erreur est toujours pr�esente lors du calcul de d�eriv�ees, qui lui fait intervenir une erreur li�ee
au pas de discr�etisation � � . On ne peut pas choisir un pas � � trop petit par rapport au
pas � ! �etant donn�e l’ordre dans lequel sont r�ealis�ees les deux op�erations. Autrement dit,
on ne peut demander plus de pr�ecision sur la seconde op�eration que celle dont l’on dispose
�a la suite de la premi�ere. On reverra ce ph�enom�ene expliqu�e quantitativement dans le cas
de l’�equation de KdV.

Une attention particuli�ere est port�ee au calcul de la matrice hessienne de l’action
Hess�. En e�et, comme pr�esent�e pr�ec�edemment �a la section 2, les crit�eres de stabilit�e
sont tous li�es �a cette matrice. La stabilit�e modulationnelle d�epend des vitesses caract�e-
ristiques (ou valeurs propres) du syst�eme d’�equations modul�ees de Whitham qui, d’apr�es
[21, Proposition 2] sont les valeurs propres de la matriceD d�e�nie par

(74) D = cId + � (Hess� ) � 1 S ;

o�u la matrice S est d�e�nie dans les casN = 1 et 2 respectivement par

S =

0

@
0 0 � 1
0 1 0

� 1 0 0

1

A ; S =

0

BB@

0 0 0 � 1
0 0 1 0
0 1 0 0

� 1 0 0 0

1

CCA :

Une di�cult�e num�erique suppl�ementaire vient du fait que les d�eriv�ees de � « explosent»pr�es
de la limite soliton � ! supI (� ; c). De plus, les propri�et�es de stabilit�e orbitale sont carac-
t�eris�ees par le signe de certains mineurs principaux de la matriceHess�, qui permettent
de d�eterminer sa signature n�egative, c’est-�a-dire son nombre de directions n�egatives par la
r�egle de Sylvester.

L’exp�erimentationnum�erique se d�eroule de la fa�con suivante

(1) Dans un premier temps, on recherche un ensemble de param�etres (� ; c) pour lequel
on a des ondes p�eriodiques.

(2) Pour chaqueN + 1-uplet ( � ; c), on calcule num�eriquement les donn�ees dupuits de
potentiel : l’intervalle I (� ; c) associ�e ansi que les z�eros de� � W , v1, v2 et v3.

(3) Pour chaque � 2 I (� ; c), on calcule l’action �( �; � ; c) par int�egration num�erique
puis les di��erentes quantit�es qui lui sont associ�ees :
| la matrice hessienne Hess� par di��erences �nies d’ordre 2
| les d�eriv�ees premi�eres de l’action associ�ees �a des quantit�es moyenn�ees, par dif-

f�erences �nies d’ordre 2 :

(75)
@�
@�

= � ;
@�
@c

=
Z �

0
Q (U )dx ; r � � =

Z �

0
U dx :

Chacune des d�eriv�ees ci-dessus est calcul�ee �a partir d’un r�eseau �a 3N +2 points, avec
N = 1 ; 2. Les matrices hessiennes avec lesquelles nous travaillons sont donc de taille
3 ou 4.
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(4) On calcule les valeurs propres de la matriceD du syst�eme de Whitham (74) en
fonction du param�etre � �a ( � ; c) �x�e, ainsi que les mineurs principaux de la matrice
Hess� impliqu�es dans l’�evaluation des crit�eres 2 et 4 de stabilit�e orbitale.

Puisque l’on dispose �egalement de la p�eriode � en fonction du param�etre � (voir �etape
(3)), il est possible, et plus commode, d’a�cher tous les r�esultats en fonction soit de la
p�eriode, soit de ce que l’on appelle le nombre d’onde normalis�e d�e�ni par

k =
� 0

�
;

o�u � 0 est la p�eriode minimale des ondes correspondant au r�egime harmonique

� 0 = 2 �

s
� (v0)

@2
v W (v0; � ; c)

:

Le nombre d’onde normalis�e pr�esente l’avantage de �xer l’�echelle d’observation entre 0 et
1 pour l’ensemble des ondes comprises entre le r�egime soliton et le r�egime harmonique. Ce
nombre normalis�e est d�e�ni de telle mani�ere qu’il vaut 1 pour l’onde limite dans le r�egime
harmonique et 0 quand la p�eriode tend vers l’in�ni. Bien-sûr, cela sous entend de v�eri�er
la bijectivit�e de la fonction � 7! � �a ( � ; c) �x�es. On verra par la suite des cas avec des
valeurs de k strictement sup�erieures �a 1 et donc pour lesquels la p�eriode n’est pas une
fonction monotone selon� .

Les courbes de spectre et de mineurs principaux en fonction de la p�eriode sont simples
�a analyser. On peut v�eri�er si les valeurs propres de la matrice D sont simples et r�eelles, et
compter le nombre de changements de signe entre les mineurs principaux pour en d�eduire
la signature de la matriceHess�. Cette analyse rapide �a l’�il peut �egalement être e�ectu�ee
num�eriquement, ce qui permet de balayer l’ensemble des param�etres (� ; c) obtenus �a l’�etape
(1) et de d�eterminer o�u les crit�eres de stabilit�e sont satisfaits.

En mati�ere d’a�chage, pour des raisons de clart�e, on choisit le plan en deux dimensions
(� 1; c). En e�et, dans le cas N = 2, on �xe en toute g�en�eralit�e � 2 = 0. En raison de
l’invariance par translation des �equations modul�ees de Whitham, on peut d�emontrer [22]
que les valeurs propres ne d�ependent pas du param�etre� 2. Par cons�equent, le plan (� 1; c)
convient pour les deux dimensions que l’on consid�ereN = 1 ; 2. Les r�esultats du calcul
conduisent, pour n’importe quel type de stabilit�e, �a a�ecter �a chaque couple ( � 1; c) un
code couleur :

| cercle bleu s’il existe au moins une onde pour � 2 I (� 1; c) stable, c’est �a dire une
onde pour laquelle le crit�ere de stabilit�e correspondant est satisfait.

| disque rouge s’il existe au moins une onde pour � 2 I (� 1; c) pour laquelle le crit�ere
de stabilit�e correspondant n’est pas satisfait.

| point vert s’il existe une onde �ecart�ee du calcul pour cause d’impr�ecisions num�e-
riques.

Ces trois a�chages peuvent se superposer, signi�ant alors la pr�esence d’un ensemble
d’ondes stables, d’un ensemble d’ondes pour lesquelles le crit�ere de stabilit�e n’est pas satis-
fait mais �egalement d’un ensemble d’ondes dont les param�etres n’ont pas permis d’obtenir
des r�esultats satisfaisants. On pr�esente sur la �gure 2.6 un exemple de cet a�chage o�u
sont pr�esentes di��erentes combinaisons des codes couleurs d�ecrits ci-dessus.

Concernant l’a�chage des valeurs propres de la matriceD , on s’attend d’apr�es la for-
mulation du syst�eme de Whitham (28) en coordonn�ees (k; �; M ), d�ecrite en introduction,
�a ce que dans les deux r�egimes soliton et harmonique, le syst�eme d’�equations modul�ees de
Whitham se d�ecouple, mettant en �evidence la convergence de certaines des valeurs propres
vers des quantit�es remarquables. On doit ainsi observer une convergence de deux valeurs
propres vers une valeur commune, la vitesse du solitonc dans la limite soliton et la vitesse
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Figure 2.6. Exemple d’a�chage de tests de stabilit�e modulationnelle pour
un ensemble de param�etres (� 1; c).

de groupe@k ! dans la limite harmonique. Les valeurs propres concern�ees par la conver-
gence ne sont pas identiques dans les deux r�egimes. On observe �egalement num�eriquement
la convergence de deux vecteurs propres dans chacune des deux limites.

Ces deux vitesses seront repr�esent�ees sur toutes les �gures de valeurs propres sui-
vantes par des tirets respectivement rouges dans la limite soliton et et verts dans la limite
harmonique. On repr�esentera aussi en pointill�es rouges (soliton) et verts (harmonique)
respectivement les vitesses limites sans dispersion donn�ees par (p0(v0); p0(vs)) pour N = 1
et par (�

p
p0(v0);

p
p0(v0); �

p
p0(vs);

p
p0(vs)) dans le casN = 2. Ces convergences �eta-

blies th�eoriquement nous permettrons d’�evaluer la pr�ecision de nos r�esultats dans les deux
r�egimes limites.

Pour l’a�chage du spectre de la matrice D dans le plan complexe, on choisit un d�egrad�e
de couleurs allant des couleurs claires dans le r�egime harmonique aux couleurs sombres
dans le r�egime soliton. Les vitesses de groupes et du soliton seront repr�esent�ees sur ces
�gures respectivement pas une croix verte et une croix rouge.

Finalement, concernant les courbes repr�esentant les mineurs principaux, les quantit�es
repr�esent�ees seront not�ees

m1 = � �� ; m2 = � �� � �� � � 2
�� ; et m3 = det Hess� ;

dans le casN = 1, et

M 1 = � �� ; M 2 = � �� � � 1 � 1 � � 2
� 1 � ; M 3 =

������

� �� � �� 1 � �� 2

� � 1 � � � 1 � 1 � � 1 � 2

� � 2 � � � 2 � 1 � � 2 � 2

������
; M 4 = det Hess� ;

dans le casN = 2. Ces mineurs seront repr�esent�es en �echelle logarithmique et leur signe
sera indiqu�e par une couleur bleue pour positif, et rouge pour n�egatif.

Dans la suite de cette section, on pr�esente des r�esultats de stabilit�e orbitale et modu-
lationnelle pour di��erents syst�emes correspondants �a N = 1 ; 2. On commencera par deux
cas de validation avant de passer �a des syst�emes pour lesquels les r�esultats analytiques ne
sont pas connus.
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Figure 2.7. R�esultats de l’�etude de stabilit�e modulationnelle pour l’�equa-
tion de KdV et pour les param�etres c 2 [1; 10]; � 2 [� 5; 5].

4.2. Deux tests de validation : KdV et NLS
A�n de valider les m�ethodes num�eriques employ�ees, on s’int�eresse en particulier �a

l’�equation de Korteweg-de Vries (KdV) et l’�equation de Schr �odinger non-lin�eaire cubique
(NLS). Ces deux cas particuliers sont compl�etement int�egrables au sens o�u ces �equations
admettent une in�nit�e de lois de conservation et leur solution est donn�ee par inverse
scattering transform, voir Dubrovin [ 47]. Pour ces syst�emes compl�etement int�egrables, on
dispose de formules explicites �a l’aide de fonction elliptiques qui donnent les vitesses carac-
t�eristiques du syst�eme de Whitham associ�e. Ces formules sont d�ecrites par Kamchatnov
[82, chapitres 3.5, et 5.1] pour (KdV) et par El, Geogjaev, Gurevich & Krylov dans [51]
pour (NLS).

Pour l’�equation de KdV, p(v) = 3 v2 et � � 1. L’�equation de NLS est li�ee au syst�eme
d’Euler{Korteweg �a travers la transformation de Madelung, en choisissant p(v) = 1 =(2v2)
et � (v) = 1 =(4v4).

Commen�cons par l’�equation de KdV

vt + 6vvx + vxxx = 0 :

On �xe donc N = 1, p(v) = 3 v2 et � (v) = 1. L’ensemble des param�etres (�; c ) admissibles
(pour lesquels le potentielW admet un minimum local) pour cette �equation est repr�esent�e
sur la �gure 2.4 (�a gauche). Bien �evidemment, l’ensemble des param�etres admissibles ne
peut pas être test�e de fa�con exhaustive du point de vue num�erique. Il faut garder en tête
que pour chaque couple (�; c ) pr�esent sur cette �gure, un ensemble d’ondes p�eriodiques
est test�e, en g�en�eral un �echantillon de 50 ondes p�eriodiques. On choisit donc d’�etudier les
param�etre admissibles contenus dans l’ensemblef 1 � c � 10 ; � 5 � � � 5g. Les r�esultats
de stabilit�e modulationnelle et orbitale sont pr�esent�es respectivement sur les �gures 2.7
et 2.8. Pour l’�equation de KdV, on sait [ 122, 26 ] que toutes les ondes p�eriodiques sont
stables, �a la fois modulationnellement et orbitalement. Les r�esultats obtenus le con�rment.
Remarquons tout de même que pour certains param�etres, le calcul n’a pas �et�e probant,
notamment pour � = 0 pour lequel la convergence de la m�ethode de Newton est mise en
d�efaut.
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Figure 2.8. R�esultats de l’�etude de stabilit�e orbitale pour l’�equation de
KdV et pour les param�etres c 2 [1; 10]; � 2 [� 5; 5].

Figure 2.9. �A gauche, partie r�eelle de valeurs propres du syst�eme de Whi-
tham pour l’�equation de KdV en fonction du nombre d’onde normalis�e (en
bleu) dans le casc = 60, � = � 60. �A droite, spectre repr�esent�e dans le
plan complexe. R�esultats obtenus pourn = 500 points d’int�egration et un
pas de d�erivation � � variant lin�eairement de 10 � 2 côt�e harmonique �a 10 � 3

côt�e soliton.

On peut �egalement se concentrer sur l’�etude d’un cas particulier. Prenons par exemple
le cas c = 60 et � = � 60 (�g. 2.9 et 2.10) correspondant aux r�esultats pr�esent�es dans
l’annexe A, section 6.2.1.

On observe bien trois parties r�eelles distinctes pour les valeurs propres de la matriceD
du syst�eme d’�equations modul�ees de Whitham. Les valeurs propres th�eoriques calcul�ees �a
partir des formules explicites de [82] sont �egalement repr�esent�ees en noir mais sont totale-
ment indiscernables en raison de la quasi parfaite superposition des r�esultats num�eriques
approch�es. Une autre v�eri�cation consiste �a comparer le comportement des valeurs propres
dans les r�egimes extrêmes, grande p�eriode correspondant au cas limite du soliton et faible
amplitude correspondant au cas limite harmonique. On distingue bien les convergences at-
tendues et d�ecrites ci-dessus. Une di�cult�e r�ecurrente concernant l’observation du r�egime
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Figure 2.10. Valeur absolue des mineurs principaux de la matriceHess�
pour l’�equation de KdV en fonction du nombre d’onde normalis�e dans le
casc = 60, � = � 60 et en �echelle logarithmique. La signature n�egative de
la matrice est N = 1.

soliton est d�ej�a visible ici. Dans ce r�egime, la matrice hessienneHess� diverge, rendant
tout calcul relatif �a ce r�egime ardu. Le fait qu’on ne puisse pas observer de nombre d’onde
inf�erieur �a 0 :4, sera d�ecrit plus pr�ecis�ement ci-dessous pour (NLS).

Concernant la stabilit�e orbitale co-p�eriodique, observons les mineurs principaux de la
matrice Hess� et comparons les aux exigences du crit�ere 2. On distingue nettement

� �� > 0 ;
����

� �� � ��
� �� � ��

���� < 0 ; det(Hess�) < 0 ;

ce qui permet de v�eri�er que la signature n�egative de la matrice est bien �egale �a N = 1.
Ces r�esultats concordent donc avec ceux trouv�es de fa�con th�eorique par Johnson dans [77].

Sur la �gure 2.11, on repr�esente l’erreur relative sur le calcul du d�eterminant de Hess�,
quantit�e qui atteste de la pr�ecision sur le calcul même de la matrice. Même si cette erreur
reste faible, moins de 0:1%, on distingue une impr�ecision grandissante �a mesure que l’on
s’approche de la limite harmonique. Rappelons que le pas de discr�etisation �! relatif
�a l’int�egration num�erique est gard�e �xe. En pratique, on observe une augmentation du
conditionnement de la matrice ainsi que de l’erreur sur le d�eterminant en faible amplitude
�a mesure que le pas de discr�etisation � � de di��erences �nies diminue. Dans le cas de
syst�emes pour lesquels il ne sera pas possible de comparer directement les valeurs du
determinant de Hess� avec une valeur th�eorique, on pourra tirer parti d’observations
de son conditionnement pour �evaluer la pr�ecision des r�esultats obtenus. Comme annonc�e
pr�ec�edemment, l’impr�ecision observ�ee ici est due aux choix relatifs des pas de discr�etisation.

Discutons maintenant du cas de l’�equation de Schr�odinger non-lin�eaire cubique

i@t  + 1
2@2

x  =  j j2 ;

dont la formulation uide via la transformation de Madelung

 =
p

� ei’ ; ’ x = u ;
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Figure 2.11. Erreur relative sur le d�eterminant de la matrice Hess� en
pourcentage en fonction du nombre d’onde normalis�e. Cas de l’�equation de
KdV pour c = 60 et � = � 60 �xes.

puis le passage aux coordonn�ees lagrangiennes de masse donne le syst�eme d’Euler-Korteweg
avec p(v) = 1 =(2v2) et � (v) = 1 =(4v4). Tous les calculs seront e�ectu�es dans les variables
abstraites d�ecrites table A.2 et, grâce �a l’invariance par translation selon le param�etre � 2,
on �xera en toute g�en�eralit�e � 2 = 0. On travaillera donc uniquement avec (�; � 1; c) 2 R3

pour param�etrer les ondes, bien que le calcul de d�eriv�ees nous oblige �a consid�erer la direc-
tion � 2. Ce cas particulier de l’�equation de NLS va permettre de mettre en �evidence une
di�cult�e num�erique r�ecurrente d�ej�a pr�esente dans le cas de (KdV) : la divergence de Hess�
dans le r�egime soliton. Commen�cons par observer l’erreur sur le d�eterminant de la matrice
Hess� sur la �gure 2.12 pour le cas particulier c = � 1, � 1 = 2 :5. On voit ici un ph�eno-
m�ene di��erent de celui de l’�equation de KdV, l’erreur explose dans le r�egime des grandes
p�eriodes. La divergence des d�eriv�ees secondes de � dans la limite soliton implique, dans
notre m�ethode num�erique, la manipulation de grands nombres. C’est pour cette raison que
les r�esultats obtenus dans ce r�egime sont, de mani�ere g�en�erale, di�cilement exploitables.

Pour appuyer ces propos, observons les r�esultats de stabilit�e pour ce même cas parti-
culier �g 2.13 et 2.14. On voit tout de suite sur les valeurs propres du syst�eme d’�equations
modul�ees de Whitham la perte de pr�ecision dans la limite soliton. Pour l’�equation de NLS,
compl�etement int�egrable, l’analyse est tr�es facile puisque l’on connait de mani�ere th�eorique
ces valeurs propres (en noir sur la �gure). On constate num�eriquement une convergence de
l’ensemble des valeurs propres vers la vitessec du soliton alors que seulement deux d’entre
elles devraient avoir cette propri�et�e. Ce ph�enom�ene est essentiellement dû au comporte-
ment asymptotique de la matrice Hess� dans la limite soliton. �A cause de l’impr�ecision
relative �a la manipulation de grands nombres dans la limite soliton, les valeurs propres
de l’inverse Hess� � 1 tendent num�eriquement toutes vers z�ero, ce qui explique le spectre
obtenu pour la matrice D . N�eanmoins, les r�esultats sont coh�erents avec les r�esultats ana-
lytiques de [76] puisque le spectre de la matriceD est simple et r�eel dans la gamme de
p�eriode observ�ee, et que la signature de la matriceHess� est bien N = 2 �a la vue des deux
changements de signe des mineurs principaux observables sur la �gure 2.14. On v�eri�e �ega-
lement par pr�ecaution la condition du crit�ere 3 : � � 1 � 1 6= 0 pour con�rmer la simultan�eit�e
des stabilit�es en coordonn�ees eul�eriennes et lagrangiennes. En r�esum�e, on observe

� �� > 0 ; � � 1 � 1 > 0 ; det(Hess�) > 0 ; n(Hess�) = 2 ;
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Figure 2.12. Erreur relative sur le determinant de Hess� en pourcentage
et en fonction du nombre d’onde normalis�e. Cas de l’�equation de NLS pour
c = � 1 et � 1 = 2 :5 �xes. n = 500 et � � varie lin�eairement de 10� 4 côt�e
harmonique �a 10� 8 côt�e soliton.

Figure 2.13. �A gauche, partie r�eelle de valeurs propres du syst�eme de
Whitham pour l’�equation de NLS en fonction du nombre d’onde normalis�e
(en bleu) dans le casc = � 1, � 1 = 2 :5. �A droite, spectre repr�esent�e dans le
plan complexe.n = 500 et � � varie lin�eairement de 10� 4 côt�e harmonique
�a 10 � 8 côt�e soliton.

ce qui con�rme bien la stabilit�e orbitale co-p�eriodique.
Finalement, la divergence de la matriceHess� dans la limite soliton nous force �a �etudier

une gamme de p�eriode limit�ee. Cependant, cette gamme de p�eriode n’est pas connue au
pr�ealable et c’est l’observation a posteriori des r�esultats qui permet d’�etablir ou non leur
validit�e. Encore une fois, dans le cas de l’�equation de NLS o�u les valeurs propres du syst�eme
de Whitham sont connues, on dispose d’un moyen simple de comparaison, mais pour des
syst�emes plus g�en�eraux, il faudra observer les coe�cients de la matrice Hess�, ainsi que
son conditionnement, et e�ectuer plusieurs tests a�n d’�etablir la validit�e des r�esultats.
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Figure 2.14. Mineurs principaux de la matrice Hess� pour l’�equation de
NLS en fonction du nombre d’onde normalis�e dans le casc = � 1, � 1 = 2 :5.
La signature n�egative de la matrice estN = 2.

Sur la �gure 2.15 (�a gauche) est repr�esent�e l’ensemble des param�etres (� 1; c) admis-
sibles calcul�e num�eriquement. Dans le cas de NLS, on peut �egalement calculer analytique-
ment ce domaine. Le potentiel est donn�e par

W (v; �; c ) = c2

2 v2 � � 1v � 1
2v ;

et le domaine � est caract�eris�e par l’existence de deux z�eros distincts de la d�eriv�ee

@vW (v; �; c ) = c2v � � 1 + 1
2v2 :

Le casc = 0 est donc �a exclure imm�ediatement. Sur la �gure 2.15 (�a droite) sont repr�e-
sent�ees la droite de Rayleigh et la loi de pressionp(v) = 1

2v2 . Le cas limite d’existence de
z�eros �a l’�equation @vW = 0 correspond aux cas o�u la droite de Rayleigh est tangente �a la
courbe dep. �A param�etre c 6= 0 �x�e, on cherche donc le point v� tel que

p0(v� ) = �
1
v3

�
= � c2 ;

et pour lequel
c2v� � � 1 + 1

2v2
�

= 0 :

L’�equation qui d�ecrit la fronti�ere de �, repr�esent�ee en noir sur la �gure 2.15, s’�ecrit donc

� 1 = 3
2c4=3 :

Sur cette �gure, on voit �egalement que le cas c = 0 est exclu. On remarque �egalement
que certains param�etresc proches de 0 sont exclus par erreur. Ceci est dû �a la limitation
de l’amplitude de l’intervalle en v de recherche d’extrema deW . Plus le param�etre c est
petit, autrement dit plus la pente de la droite de Rayleigh est faible, plus cet intervalle de
recherche doit être grand, comme le montre la �gure de droite 2.15. Comme pour l’�equation
de KdV, l’�etude de stabilit�e se fait sur un ensemble plus r�eduit pour des raisons de temps
de calcul et les r�esultats sont pr�esent�es sur les �gures 2.16 et 2.17.
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Figure 2.15. �A gauche, lieu des param�etres (� 1; c) admissibles pour
l’�equation de NLS. �A droite, loi de pressionp(v) = 1

2v2 et droite de Rayleigh
v 7! � c2v + � 1, pour c = � 1 et � 1 = 2 :5.

Figure 2.16. R�esultats de l’�etude de stabilit�e modulationnelle pour
l’�equation de NLS et pour les param�etres c 2 [� 2; � 0:5] ; � 2 [1; 4].

On voit tr�es bien ici les limites de cette �etude de stabilit�e globale selon un ensemble
de param�etres. Plus pr�ecis�ement, l’�etude syst�ematique e�ectu�ee ne peut en aucun cas
prendre en compte les di�cult�es pr�esent�ees sur le cas particulier pr�ec�edent. Même si ce
dernier admettait les bonnespropri�et�es de stabilit�e (coh�erentes avec la th�eorie,voir [ 55]), on
voit tr�es nettement, notamment sur la �gure 2.13, que si le calcul �etait pouss�e l�eg�erement
plus loin côt�e soliton, les courbes de valeurs propres pourraient« se croiser» et fausser
les r�esultats. Ceci explique la pr�esence dudisque rougesur la �gure 2.16 �etablissant la
pr�esence d’ondes instables pour les param�etresc = � 2 et � 1 = 4. Il s’agit ici d’une erreur
num�erique.

En conclusion de l’�etude de ces deux cas de validation, on observe des r�esultats tr�es
satisfaisants mais qui sont n�eanmoins �a prendre avec pr�ecautions. Deux di�cult�es nu-
m�eriques ont �et�e identi��ees : des incompatibilit�es dans les pas de discr�etisation et une
divergence dans la limite soliton. Ces di�cult�es peuvent être surmont�ees en �etudiant plus
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Figure 2.17. R�esultats de l’�etude de stabilit�e orbitale pour l’�equation de
NLS et pour les param�etres c 2 [� 2; � 0:5] ; � 2 [1; 4].

en d�etails les cas pathologiques ou, comme on le verra par la suite pour l’�etude du r�e-
gime soliton, en optant pour une m�ethode plus adapt�ee. La principale di�cult�e restera
d’identi�er la pr�esence de ces erreurs dans les cas non-int�egrables.

5. Plus de r�esultats num�eriques

5.1. N = 1 : �equation de Korteweg-de Vries g�en�eralis�ee
On se concentre ici sur l’�equation de Korteweg-de Vriesg�en�eralis�ee (gKdV)

vt + ( p(v)) x + vxxx = 0 ;

pour laquelle � = 1 et la non-lin�earit�e p est polynomiale

p(v) = e( + 1) v ;  � 2 ; e = � 1 :

Le signe moins dee correspond au cas dit d�efocalisant et, en r�ealit�e, son introduction
n’est pas n�ecessaire lorsque la puissance est paire �a cause de la sym�etrie (x; t; v ) 7!
(� x; � t; � v). Le cas  = 2 correspond �a l’�equation de KdV �etudi�ee pr�ec�edemment et qui
est compl�etement int�egrable. Un autre cas compl�etement int�egrable est l’�equation de KdV
modi��ee (mKdV) correspondant �a  = 3 pour laquelle les r�esultats de stabilit�e sont tr�es
similaires �a ceux de (KdV). On repr�esente sur la �gure 2.3 un r�esum�e de l’�etat de l’art des
r�esultats analytiques de stabilit�e connus concernant (gKdV).

Les propri�et�es d’instabilit�e r�ef�erenc�ees ici ne repr�esentent que des possibilit�es et non
pas un cas g�en�eral et absolu. Par exemple, d’apr�es [33], les ondesdno��dalesde l’�equation de
KdV modi��ee focalisante (  = 3, e = +1) sont modulationnellement instables uniquement
si l’�equation � � W = 0, qui est polynomiale de degr�e 4, n’admet que deux racines. Cela
explique aussi l’instabilit�e des ondescno��dales puisque pour ce type d’onde, cette �equation
n’a toujours que deux racines (voir �g. 2.18). Dans le cas o�u cette �equation admet bien 4
racines, les ondes (forc�ement dno��dale) sont stables. La pr�esence d’ondes instables dans la
limite harmonique donn�ee dans le tableau 2.3 ne sera donc pas observ�ee dans la totalit�e
des cas. Les informations concernant la stabilit�e modulationnelle de (gKdV) sont tir�es de
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 e Orbital stability Modulational stability
harmonic limit { soliton limit harmonic limit { soliton limit

2 + X X

3 + X (cn) X /x (cn) x (cn) x (cn)
X (dn) x (dn) x/ X (dn) X (dn)

- X (sn) X (sn)
4 + ? ? (X soliton) x ?

5 + ? x
- ? ?

6 + ? x x ?

Table 2.3. �Etat de l’art des r�esultats de stabilit�e pour (gKdV). ( X ) signi�e
stabilit�e tandis que (x) signi�e instabilit�e. ( ?) marque les cas pour lesquels
on ne dispose pas de r�esultats. Dans certains cas, la propri�et�e de stabilit�e
peut changer quand la p�eriode augmente. Ceci est repr�esent�e par (X /x) si
les ondes de passent de stables �a instables quand la p�eriode augmente, ou
(x/ X ) dans le cas contraire.

[33, 73, 26, 32 ]. Concernant la stabilit�e orbitale co-p�eriodique, voir [ 4, 44, 104 ]. Ces
donn�ees permettront dans un premier temps d’e�ectuer des comparaisons et v�eri�cations.
On pourra ensuite s’attaquer �a des probl�emes pour lesquels aucun r�esultat analytique n’est
connu.

5.1.1. �Equation de KdV modi��ee
On consid�ere dans un premier temps l’�equation de KdV modi��ee

vt � 12v2 vx + vxxx = 0 :

�A la mani�ere de l’�equation de KdV, les solutions de l’�equation de mKdV s’expriment �a
l’aide des fonctions elliptiques de Jacobisn, cn et dn via la transformation de Miura. Pour
plus de d�etails sur les solutions analytiques de (mKdV), voir [31]. Dans le cas focalisant
(signe +), on ne consid�erera que les ondes de type dno��dales et on laissera de côt�e les
ondes cno��dales. Ces deux types d’ondes sont di��erenci�es par leur niveau d’�energie �
comme repr�esent�e sur la �gure 2.18. Cette �gure sugg�ere la possibilit�e de l’existence de
propri�et�es de stabilit�e modulationnelle di��erentes dans la limite harmonique suivant que
l’on travaille avec le puits de potentiel contenant le minimum global ou non. En revanche,
toutes les ondes dnoidales sont orbitalement stables d’apr�es [4].

Commen�cons par le puits contenant le minimum global. Cette con�guration est re-
pr�esent�ee sur la �gure 2.19. Comme prouv�e par Bronski, Johnson et Kapitula [33], on
remarque la pr�esence de valeurs propres complexes conjugu�ees dans la limite harmonique
attestant de l’instabilit�e modulationnelle des ondes dno��dales dans ce r�egime. Sur la �gure
2.20, on peut v�eri�er la stabilit�e orbitale de ces ondes, �etant donn�e que le crit�ere 2 est
satisfait avec

� �� > 0 ;
����

� �� � ��
� �� � ��

���� < 0 ; det(Hess�) < 0 :

Concentrons-nous maintenant sur le second puits duW pr�esent�e sur la �gure 2.18. Les
vitesses caract�eristiques du syst�eme de Whitham associ�e sont repr�esent�ees sur la �gure
2.21. Ici, aucune onde modulationnellement instable n’est pr�esente, comme prouv�e par
Bronski, Johnson et Kapitula. De plus, on observe exactement les mêmes propri�et�es de
stabilit�e orbitale et co-p�eriodique que dans le cas du premier puits de potentiel, ce qui
�etait �egalement attendu.
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Figure 2.18. Potentiel W (bleu) pour l’�equation de mKdV dans le cas
focalisant avecc = 50 et � = � 10. Le niveau d’�energie � rouge correspond
�a des ondesdno��dales, le niveau mauve �a des ondescno��dales.

Figure 2.19. �A gauche, partie r�eelle de valeurs propres du syst�eme de
Whitham pour l’�equation de mKdV focalisante en fonction du nombre
d’onde normalis�e (en bleu) dans le casc = 50, � = � 10 et pour le puits de
potentiel de gauche sur la �gure 2.18. �A droite, spectre repr�esent�e dans le
plan complexe.n = 500, � � = 10 � 3.

Passons maintenant au cas de l’�equation de mKdV d�efocalisante (signe (� ) dans la
non-lin�earit�e). Ici, les ondes p�eriodiques sont toutes sno��dales. D’apr�es Bronski, Johnson,
Kapitula [ 33], elle sont toutes modualtionellement stables puisque l’�equation� � W = 0
admet forc�ement 4 racines. On a �egalement la stabilit�e orbitale globale pour ce type d’onde
(cf. [4]). Les vitesses caract�eristiques du syst�eme de Whitham sont repr�esent�ees sur la �gure
2.23 et les mineurs principaux de la matriceHess� le sont sur la �gure 2.24

Remarque 2.4. On observe tr�es bien ici les di�cult�es num�eriques rencontr�ees dans la
limite soliton. Dans tous les cas pr�esent�es dans cette section, les vitesses caract�eristiques
du syst�eme de Whitham repr�esent�ees sur les �gures 2.19, 2.21 et 2.23 ne pr�esentent pas le
bon comportement dans la limite soliton. Plus pr�ecis�ement, on observe la convergence de
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Figure 2.20. Mineurs principaux de la matrice Hess� pour l’�equation de
mKdV focalisante pour le puits de potentiel de gauche sur la �gure 2.18
en fonction du nombre d’onde normalis�e dans le casc = 50, � = � 10. La
signature n�egative de la matrice estN = 1.

Figure 2.21. �A gauche, partie r�eelle de valeurs propres du syst�eme de
Whitham pour l’�equation de mKdV focalisante en fonction du nombre
d’onde normalis�e (en bleu) dans le casc = 50, � = � 10 et pour le puits de
potentiel de droite sur la �gure 2.18. �A droite, spectre repr�esent�e dans le
plan complexe.n = 500, � � = 10 � 3.

la totalit�e du spectre vers la vitesse c du soliton (tirets rouges) alors que l’une des valeurs
propres devrait tendre vers la vitesse du syst�eme sans dispersion, icip0(vs) est repr�esent�ee
en pointill�es rouges sur les �gures. Dans le cas de l’�equation d�efocalisante, on observe sur
même �gure 2.23 �a droite, la pr�esence de valeurs propres complexes conjugu�ees dans la
limite soliton (quelques points de couleur sombre �ecart�es de l’axe r�eel) ce qui rel�eve de
l’impr�ecision num�erique relative �a l’analyse de cette limite. Ce probl�eme num�erique avait
�et�e mis en �evidence pour l’�equation de NLS dans la section pr�ec�edente.

97



Figure 2.22. Mineurs principaux de la matrice Hess� pour l’�equation de
mKdV focalisante pour le puits de potentiel de droite sur la �gure 2.18
en fonction du nombre d’onde normalis�e dans le casc = 50, � = � 10. La
signature n�egative de la matrice estN = 1.

Figure 2.23. �A gauche, partie r�eelle de valeurs propres du syst�eme de
Whitham pour l’�equation de mKdV d�efocalisante en fonction du nombre
d’onde normalis�e (en bleu) dans le casc = � 50, � = 10. �A droite, spectre
repr�esent�e dans le plan complexe.n = 500, � � = 10 � 4.

Remarque 2.5. Sur la derni�ere �gure 2.24, on peut distinguer des changements de signes
(de couleur) sur les second et troisi�eme mineurs dans la limite soliton. Th�eoriquement
[33], les ondes observ�ees dans ce cas sont stables et ces changements de signe ne devraient
donc pas avoir lieu. On peut les associer �a la divergence des coe�cients de la matrice
Hess� dans ce r�egime. N�eanmoins, dans des cas o�u aucun r�esultat th�eorique n’est connu,
ce genre d’analyse sera plus di�cile �a mener. Il sera parfois même impossible de distinguer
une apparente instabilit�e li�ee �a un artefact num�erique d’une r�eelle instabilit�e. On verra que
ce probl�eme num�erique s’aggrave �a mesure que la puissance de la non-lin�earit�e augmente.
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Figure 2.24. Mineurs principaux de la matrice Hess� pour l’�equation de
mKdV d�efocalisante en fonction du nombre d’onde normalis�e dans le cas
c = � 50, � = 10. La signature n�egative de la matrice est N = 1.

5.1.2. KdV g�en�eralis�ee  = 4
�A partir de  = 4, beaucoup de propri�et�es des ondes p�eriodiques sont encore inconnues

(cf. table 2.3). L’�equation (gKdV),  = 4 focalisante que nous consid�erons ici s’�ecrit

vt + (5 v4)x + vxxx = 0 :

D’apr�es Pego & Weinstein [104], on sait qu’une onde solitaire solution de cette �equation est
orbitalement stable. D’apr�es Gardner [61], la stabilit�e de l’onde solitaire est une condition
n�ecessaire �a la stabilit�e des ondes de grandes p�eriodes. Du point de vue de la stabilit�e
modulationnelle et en accord avec les r�esultats analytiques de la table 2.3, on s’attend
�a constater de l’instabilit�e de faible amplitude uniquement. Le spectre du syst�eme de
Whitham est repr�esent�e sur la �gure 2.25

A�n d’�evaluer qualitativement la pr�ecision de ces r�esultats dans la limite soliton, on
peut �egalement tracer (cf. �g. 2.27) le conditionnement de la matrice Hess� ainsi que les
conditionnements de ses valeurs propres, c’est-�a-dire l’inverse du cosinus des angles entre
les vecteurs propres �a gauche et �a droite de la matrice. On constate une forte augmentation
des conditionnements d�es que le nombre d’onde normalis�e devient inf�erieur �a 0:4 environ.
On peut mettre en doute les r�esultats observ�es pour des nombres d’ondes inf�erieurs �a ce
seuil.

En e�et, les cas de non-lin�earit�e de puissance paire comme celui que nous traitons
ici pr�esentent la particularit�e de poss�eder quatre types de portrait de phase di��erenci�es
par l’angle des intersections entre ladroite de Rayleigh et la courbe de pression : soit les
deux intersections se produisent avecp0 > 0 (c’�etait le cas pour le cas � < 0 pr�esent�e
ci-dessus), soit les deux intersections se font pourp0 < 0, ou alors le signe dep0 est
di��erent pour les deux points d’intersection, et dans ce cas il y a deux cas correspondant
�a une inversion des signes dep0 au point centre et au point selle du plan de phase. La loi
v 7! p(v) associ�ee �a (gKdV),  = 4 est pr�esent�ee sur la �gure 2.28, ainsi que la droite de
Rayleigh avecc = 10 et � = 3. Les quatre cas d�ecrits ci-dessus correspondent aux quatre
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Figure 2.25. �A gauche, partie r�eelle de valeurs propres du syst�eme de
Whitham pour l’�equation (gKdV),  = 4 focalisante en fonction du nombre
d’onde normalis�e (en bleu) dans le casc = 10, � = � 3. �A droite, spectre
repr�esent�e dans le plan complexe.n = 500 et � � varie lin�eairement de 10� 3

dans la limite harmonique �a 10� 6 dans la limite soliton.

Figure 2.26. Mineurs principaux de la matrice Hess� pour l’�equation
(gKdV),  = 4 focalisante en fonction du nombre d’onde normalis�e dans le
casc = 10, � = � 3. La signature n�egative de la matrice estN = 1.

possibilit�es de signes sur les deux param�etres (�; c ). On pr�esente sur la �gure 2.29 un
second extrait de la famille d’ondes p�eriodes associ�ee �a (gKdV), = 4, cette fois pour un
param�etre � > 0, tout en conservant c > 0. Cette fois, la totalit�e de la gamme de p�eriode
observ�ee est modulationnellement instable. On note encore une fois une l�eg�ere distorsion
des r�esultats dans la limite soliton, avec une convergence plus rapide qu’elle ne devrait
vers la vitessec. D’un point de vue purement qualitatif, on pourrait même penser que la
valeur propre double semble converger vers une moyenne entre la vitesse sans dispersion
p0(vs) (en pointill�es rouges) et la vitesse du soliton c (en tirets rouges). En e�et, si ces
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Figure 2.27. En haut, conditionnement de la matrice Hess� pour l’�equa-
tion (gKdV),  = 4 focalisante en fonction du nombre d’onde normalis�e.
En bas, conditionnements par rapport aux valeurs propres en fonction de
la p�eriode dans le casc = 10, � = � 3.

Figure 2.28. Loi v 7! p(v) pour l’�equation (gKdV),  = 4 focalisante (en
bleu) et droite de Rayleigh v 7! cv+ � (en rouge) dans le casc = 10, � = 3.

valeurs propres n’�etaient pas doubles, on s’attend �a cause du d�ecouplage du syst�eme de
Whitham dans les deux r�egimes limites, �a ce qu’elles observent chacune une convergence
vers l’une et l’autre de ces vitesses. Les mineurs principaux de la matriceHess� pour ces
param�etres ( �; c ) pr�esentent exactement le même comportement que dans le cas pr�ec�edent
(cf. �g. 2.26) et ne sont donc de nouveau pas repr�esent�es.

Le troisi�eme cas c < 0, � < 0, est repr�esent�e sur la �gure 2.30. Cette fois on observe
une stabilit�e modulationnelle sur toute la gamme de p�eriode �etudi�ee puisque le spectre de
la matrice du syst�eme de Whitham est simple et r�eel. Les mineurs principaux deHess�
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Figure 2.29. �A gauche, partie r�eelle de valeurs propres du syst�eme de
Whitham pour l’�equation (gKdV),  = 4 focalisante en fonction du nombre
d’onde normalis�e (en bleu) dans le casc = 10, � = 3. �A droite, spectre
repr�esent�e dans le plan complexe.n = 500, � � = 10 � 3.

Figure 2.30. �A gauche, partie r�eelle de valeurs propres du syst�eme de
Whitham pour l’�equation (gKdV),  = 4 focalisante en fonction du nombre
d’onde normalis�e (en bleu) dans le casc = � 10, � = � 3. �A droite, spectre
repr�esent�e dans le plan complexe.n = 500, � � = 10 � 3.

n’ont pas tout �a fait le même comportement que dans les cas pr�ec�edents mais attestent
toujours de la stabilit�e orbitale des ondes. On rappelle que la convergence des trois valeurs
propres observ�ee dans la limite soliton est un artefact num�erique dû �a la divergence de
la matrice Hess� dans cette limite. La l�eg�ere d�ecroissance du second mineur �g. 2.31 est
selon toute vraisemblance li�ee �a cette divergence.

Concentrons-nous maintenant sur un dernier cas �a observer, c’est-�a-direc < 0 et
� > 0. Les r�esultats obtenus sont pr�esent�es sur la �gure 2.32 et 2.33. On observe ici un
comportement tout �a fait particulier. En e�et, la p�eriode �, et par cons�equent le nombre
d’onde normalis�e k, ne sont pas monotones en fonction du param�etre� . L’�etude de la
monotonie de la p�eriode est un sujet relativement classique de dynamique hamiltonienne.
Un crit�ere simple assurant la croissance de la p�eriode pour le type de hamiltonien que nous
�etudions est donn�e par Chicone [36] sous la forme

�
W

(W 0)2

� 00
> 0 :

102



Figure 2.31. Mineurs principaux de la matrice Hess� pour l’�equation
(gKdV),  = 4 focalisante en fonction du nombre d’onde normalis�e dans le
casc = � 10, � = � 3. La signature n�egative de la matrice estN = 1.

Figure 2.32. �A gauche, partie r�eelle de valeurs propres du syst�eme de
Whitham pour l’�equation (gKdV),  = 4 focalisante en fonction du nombre
d’onde normalis�e (en bleu) dans le casc = � 10, � = 3. �A droite, spectre
repr�esent�e dans le plan complexe.n = 500, � � = 10 � 3.

Cette propri�et�e n’�etant pas �evidente �a v�eri�er analytiquement, on se contentera de consta-
ter num�eriquement que la p�eriode n’est pas une fonction croissante dans le cas pr�ecis que
nous d�ecrivons ici. En e�et, cette non-monotonie est caract�eris�ee par le retour des courbes
de spectre et des mineurs vers la valeurk = 1 apr�es l’avoir d�epass�ee en faible amplitude.
On remarque que les valeurs limites des vitesses sont n�eanmoins respect�ees pourk ! 1.
Une autre propri�et�e int�eressante concerne les mineurs principaux deHess�. Ici, la signa-
ture n�egative de la matrice pr�esente une transition de la valeur 0 �a la valeur 1 au passage
par le minimum de la p�eriode. Cela signi�e que certaines ondes de faible amplitude sont
orbitalement instables en plus d’être modulationnellement instables.
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Figure 2.33. Mineurs principaux de la matrice Hess� pour l’�equation
(gKdV),  = 4 focalisante en fonction du nombre d’onde normalis�e dans
le casc = � 10, � = 3. La signature n�egative de la matrice pr�esente une
transition de 0 �a 1 au nombre d’onde maximal (p�eriode minimale).

Finalement, consid�erons un dernier cas particulier pour l’�equation (gKdV),  = 4.
Comme nous l’avions d�ecrit pr�ec�edemment pour l’�equation de Schr �odinger non-lin�eaire, la
limite soliton est un point faible de notre m�ethode. Il faisait d�ej�a l’objet de deux remarques
2.4 et 2.5 et sera analys�e en d�etail section 6.2. Dans cette section, on pr�esente certains
r�esultats obtenus dans le r�egime des grandes p�eriodes pour l’�equation (gKdV),  = 4 et
on d�etaille pourquoi, en raison des impr�ecisions num�eriques, on ne peut pas apporter de
conclusion �able �a partir de ces r�esultats. L’objectif est d’avoir une vue d’ensemble des
raisons qui peuvent nous conduire �a con�rmer ou in�rmer des observations relatives aux
grandes p�eriodes.

Cela �etant dit, on souhaite pour le moment d�ecrire un moyen d’observer tout de même
le comportement des ondes de grande p�eriode. Simplement, on va choisir des param�etres
particuliers pour lesquels le comportement en grande p�eriode que l’on souhaite observer
survient pour des ondes de p�eriodes plus faibles.

Observons donc le cas particulier de (gKdV), = 4 avec c = 50 et � = � 48 sur les
�gures 2.34 et 2.35. On voit de nouveau que les propri�et�es des ondes de grande p�eriode,
proches de la limite soliton, sont mal calcul�ees puisqu’on distingue une convergence de la
totalit�e des valeurs propres deD vers la vitessec. En particulier, pour des nombres d’onde
inf�erieurs �a 0 :45, on rep�ere une variation dans la courbure de la courbe repr�esentant la
valeur propre minimale sur le graphe de gauche sur la �gure 2.34, qui devait rejoindre �a
la limite la valeur de vitesse sans dispersionp0(vs) (en pointill�es rouges).

En revanche, ce qui apparâ�t nettement ici est« l’explosion» d’une des valeurs propres
associ�ee �a l’annulation du d�eterminant de Hess� pour le nombre d’onde k = 0 :53. C’est
cette transition de stabilit�e qui faisait l’objet de di�cult�es d’observations, d�ecrites section
6.2, dans les cas pr�ec�edents, mais pour ce jeu de param�etres (�; c ) pr�ecis, cette transition
a lieu pour des ondes de p�eriodes moins �elev�ees. Puisque l’on observe que la quantit�e
n(Hess�) � N est impaire, on peut conclure �a l’instabilit�e orbitale des ondes de grande
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Figure 2.34. �A gauche, partie r�eelle de valeurs propres du syst�eme de
Whitham pour l’�equation (gKdV),  = 4 focalisante en fonction du nombre
d’onde normalis�e (en bleu) dans le casc = 50, � = � 48. �A droite, spectre
repr�esent�e dans le plan complexe.n = 500, � � = 10 � 3.

p�eriode pour l’�equation (gKdV),  = 4, ind�ependamment du fait que le soliton soit une
onde stable.

Ces observations n’entrent pas en contradiction avec les r�esultats de Gardner [61]
qui d�emontrent l’implication inverse : si l’onde solitaire est instable alors les ondes de
grande p�eriode le sont �egalement. L’explosion d’une au moins des vitesses caract�eristiques
du syst�eme de Whitham est li�ee �a l’annulation du d�eterminant de Hess�, impliquant au
passage un changement de signaturen(Hess�) et donc un changement de propri�et�e de
stabilit�e orbitale. Plus pr�ecis�ement, au contraire de l’instabilit�e observ�ee sur la �gure 2.33
pour laquelle c’est un changement de signe du premier mineur qui intervient, ici la matrice
Hess� n’est pas inversible, ce qui signi�e que le syst�eme de Whitham n’est même pas un
syst�eme d’�evolution pour ce nombre d’onde particulier.

En dehors des ces consid�erations, on peut �egalement noter l’instabilit�e modulationnelle
des ondes de grande p�eriode avec la pr�esence de valeurs propres complexes conjugu�ees pour
des nombres d’ondes inf�erieurs �ak = 0 :55 environ.

En conclusion, on peut mener ces analyses pour n’importe quelle puissance de non-
lin�earit�e  pour l’�equation de Korteweg-de Vries g�en�eralis�ee. Ceci nous permet de compl�eter
le tableau des r�esultats 2.3 a�ch�es plus haut. L’ensemble des r�esultats est repr�esent�e dans
un nouveau tableau 2.4. La lecture de ce tableau doit n�eanmoins se faire avec pr�ecaution.
Puisque les r�esultats obtenus lors de chaque �etude sont partiels, on ne peut en aucun cas
a�rmer avec certitude que les informations obtenues repr�esentent la r�ealit�e des propri�et�es
de stabilit�e de la totalit�e de la famille d’ondes p�eriodiques. On ne peut bien �evidemment
pas tirer de r�esultat g�en�eral �a partir d’un agr�egat d’exemples mais, ceux-ci fournissent de
nombreuses informations.

5.2. N = 2 : autour du syst�eme d’Euler-Korteweg
�A l’instar de ceux pr�esent�es pour l’�equation de Schr �odinger non-lin�eaire (NLS), les

r�esultats pour N = 2 sont bas�es sur l’�etude du syst�eme d’Euler-Korteweg en coordonn�ees
lagrangiennes (10) que nous rappelons ici

(
vt = ux ;

ut + ( p(v)) x = �
� 1

2 � 0(v)v2
x + � (v)vxx

�
x :

Il est �equivalent, pour les solutions r�eguli�eres au moins, au syst�eme �ecrit en coordonn�ees
eul�eriennes (9). Dans ce qui suit, on pr�esente deux cas de non-lin�earit�esp et � particuliers.
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Figure 2.35. Mineurs principaux de la matrice Hess� pour l’�equation
(gKdV),  = 4 focalisante en fonction du nombre d’onde normalis�e dans
le casc = 50, � = � 48. La signature n�egative de la matrice pr�esente une
transition de 1 �a 2 au nombre d’onde k = 0 :53.

 e Orbital stability Modulational stability
harmonic limit { soliton limit harmonic limit { soliton limit

2 + X X

3 + X (cn) X /x (cn) x (cn) x (cn)
X (dn) x (dn) x/ X (dn) X (dn)

- X (sn) X (sn)
4 + X X /x x (X soliton) x X x

5 + X X /x x x
- X X

6 + X X /x x x X x
Table 2.4. R�esultats de stabilit�e pour (gKdV), avec en bleu les r�esultats
partiels obtenus uniquement par notre traitement num�erique. (X ) signi�e
stabilit�e tandis que (x) signi�e instabilit�e. Notez que dans certains cas, la
propri�et�e de stabilit�e peut changer quand la p�eriode augmente. Ceci est
repr�esent�e par ( X /x) ou (x/ X ). Les r�esultats num�eriques en bleu sont �a
prendre comme un r�esum�e de l’ensemble des observations e�ectu�ees sur des
ensembles partiels d’ondes p�eriodiques. Il est donc possible que ces r�esultats
ne traduisent pas de mani�ere exacte le comportement de la totalit�e de ces
ondes.

5.2.1. Non-lin�earit�e de Boussinesq
Dans un premier temps, on consid�ere une loi de pression de type Boussinesq

p(v) = e
�
v � v2�

; e = � 1 :
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Figure 2.36. �A gauche, Potentiel W (v; � ; c) pour l’�equation (EKL) avec
non-lin�earit�e de Boussinesq p(v) = +( v � v2) en bleu et un niveau d’�energie
� en rouge. �A droite, loi v 7! p(v) (en bleu) et droite de Rayleigh (en
rouge). Images obtenues dans le casc = 0 :9 et � 1 = 0 :7.

Le case = +1, coupl�e au choix de capillarit�e � (v) = 1, correspond �a la bonne �equation
de Boussinesq �etudi�ee notamment par Bronski, Johnson et Kapitula dans [34], x 4.2.1.
On s’attend ici �a trouver une p�eriode critique de transition de stabilit�e orbitale, comme
annonc�e dans [72]. Pour cette non-lin�earit�e, on peut �egalement distinguer au moins deux
types de portrait de phase. PourN = 2, la droite de Rayleighest d�e�nie par

v 7! p(v) � @vW (v; � ; c) = � 1 � c2 v :

On peut ici s�eparer le cas o�u les deux intersections entre la courbev 7! p(v) et la droite de
Rayleigh se font pourp0(v) < 0, voir �g. 2.36 et le cas o�u l’une des intersections se produit
pour p0(v) > 0, voir �g. 2.39 . Dans ce second cas, le point centre du plan de phase est
toujours un �etat instable du syst�eme sans dispersion, qui n’est autre que le p-syst�eme

(
vt = ux ;

ut + ( p(v)) x = 0 :

Commen�cons par observer les r�esultats associ�es au cas de la �gure 2.36, pour lequel le
point centre du p-syst�eme est un �etat stable. On remarque sur les �gures 2.37 et 2.38 qu’il
n’y a aucune instabilit�e observable dans la gamme de p�eriode �etudi�ee. En particulier, les
ondes de faible amplitude sont modulationnellement stables.

Passons maintenant �a l’�etude d’un cas associ�e �a la �gure 2.39.
Dans ce cas o�u le point centre du p-syst�eme est un �etat instable, on observe une insta-

bilit�e modulationnelle des ondes de faible amplitude indiqu�ee par la pr�esence de valeurs
propres complexes conjugu�ees de la matrice du syst�eme de Whitham �g. 2.40. En revanche,
on ne distingue toujours aucune instabilit�e orbitale, voir �g. 2.41.

En�n, les r�esultats obtenus pour un dernier cas particulier sont repr�esent�es sur la �gure
2.42 et 2.43. Sur ces �gures, on peut voir non seulement l’instabilit�e modulationnelle des
ondes (la pr�esence d’un spectre complexe pour l’ensemble de la gamme de p�eriode), mais
aussi une transition de stabilit�e orbitale, comme prouv�ee dans [72]. Cette transition se
caract�erise par le changement de signe du d�eterminant de la matriceHess� �a un nombre
d’onde de transition k = 0 :66 environ.
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Figure 2.37. �A gauche, partie r�eelle de valeurs propres du syst�eme de
Whitham pour l’�equation (EKL) avec non-lin�earit�e de Boussinesq p(v) =
+( v � v2) en fonction du nombre d’onde normalis�e (en bleu) dans le cas
c = 0 :9, � 1 = 0 :7. �A droite, spectre repr�esent�e dans le plan complexe.
n = 500 et � � varie lin�eairement de 10� 6 côt�e soliton �a 10 � 3 côt�e harmo-
nique.

Figure 2.38. Mineurs principaux de la matrice Hess� pour l’�equation
(EKL) avec non-lin�earit�e de Boussinesq p(v) = +( v � v2) en fonction du
nombre d’onde normalis�e dans le casc = 0 :9, � 1 = 0 :7. La signature n�ega-
tive de la matrice est N = 2.

De la même mani�ere que pour l’�equation (gKdV),  = 4 pr�esent�ee ci-dessus, cette
observation des ondes de grandes p�eriodes ne peut être e�ectu�ee de mani�ere su�samment
pr�ecise que dans des cas particulier de param�etres (� ; c), comme celui pr�esent�e ici. On
ne peut que supposer que ce comportement des ondes de grande p�eriode est pr�esent pour
d’autre param�etres d’ondes mais notre m�ethode num�erique ne permet pas de l’a�rmer
avec certitude. On renvoie de nouveau le lecteur �a la discussion de la section 6.2 pour plus
de d�etails.
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Figure 2.39. �A gauche, Potentiel W (v; � ; c) pour l’�equation (EKL) avec
non-lin�earit�e de Boussinesq p(v) = +( v � v2) en bleu et un niveau d’�energie
� en rouge. �A droite, loi v 7! p(v) (en bleu) et droite de Rayleigh (en
rouge). Images obtenues dans le casc = 0 :9 et � 1 = 0 :6.

Figure 2.40. �A gauche, partie r�eelle de valeurs propres du syst�eme de
Whitham pour l’�equation (EKL) avec non-lin�earit�e de Boussinesq p(v) =
+( v � v2) en fonction du nombre d’onde normalis�e (en bleu) dans le cas
c = 0 :9, � 1 = 0 :6. �A droite, spectre repr�esent�e dans le plan complexe.
n = 500 et � � varie lin�eairement de 10� 6 côt�e soliton �a 10 � 3 côt�e harmo-
nique.

5.2.2. Non-lin�earit�e des gaz parfaits
Consid�erons un dernier cas, celui de la loi de pression des gaz parfaits

p(v) =
1
2v

;

avec une capillarit�e constante en coordonn�ees eul�eriennes, ou de mani�ere �equivalente en
coordonn�ees lagrangiennes� (v) = 1

v5 . �A notre connaissance, on ne dispose d’aucune pro-
pri�et�e relative �a la stabilit�e des ondes p�eriodiques de ce syst�eme. On observe donc les
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Figure 2.41. Mineurs principaux de la matrice Hess� pour l’�equation
(EKL) avec non-lin�earit�e de Boussinesq p(v) = +( v � v2) en fonction du
nombre d’onde normalis�e dans le casc = 0 :9, � 1 = 0 :6. La signature n�ega-
tive de la matrice est N = 2.

Figure 2.42. �A gauche, partie r�eelle de valeurs propres du syst�eme de
Whitham pour l’�equation (EKL) avec non-lin�earit�e de Boussinesq p(v) =
+( v � v2) en fonction du nombre d’onde normalis�e (en bleu) dans le cas
c = 0 :5, � 1 = � 2. �A droite, spectre repr�esent�e dans le plan complexe.
n = 500 et � � varie lin�eairement de 10� 6 côt�e soliton �a 10 � 3 côt�e harmo-
nique.

r�esultats sur les �gures 2.44 et 2.45 en toute objectivit�e. Tout d’abord, on peut noter l’in-
stabilit�e modulationnelle des ondes dans toute la gamme de p�eriode. On observe �egalement
un comportement particulier dans la limite soliton. Il semblerait que la signature n�egative
de la matrice Hess� passe de la valeur 2 �a la valeur 3 dans ce r�egime. Cependant, ces r�esul-
tats doivent être consid�er�es avec pr�ecaution puisqu’ils concernent encore une fois la limite
soliton. Dans le cas pr�ecis de ce syst�eme d’Euler-Korteweg avec loi des gaz parfaits, ces
r�esultats n’ont pas pu être con�rm�es. Dans un souci d’exhaustivit�e, on fournit n�eanmoins
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Figure 2.43. Mineurs principaux de la matrice Hess� pour l’�equation
(EKL) avec non-lin�earit�e de Boussinesq p(v) = +( v � v2) en fonction du
nombre d’onde normalis�e dans le casc = 0 :5, � 1 = � 2. La signature n�ega-
tive de la matrice pr�esente une transition de la valeur 2 (limite harmonique)
�a la valeur 3 pour k > 0:66.

Figure 2.44. �A gauche, partie r�eelle de valeurs propres du syst�eme de
Whitham pour l’�equation (EKL) avec non-lin�earit�e des gaz parfaits en fonc-
tion du nombre d’onde normalis�e (en bleu) dans le casc = 1, � 1 = 2. �A
droite, spectre repr�esent�e dans le plan complexe.n = 500 et � � varie de
10� 6 côt�e soliton �a 10 � 4 côt�e harmonique.

ces r�esultats qui semblent tout de même indiquer la possibilit�e d’une instabilit�e orbitale
des ondes de grande p�eriode.
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Figure 2.45. Mineurs principaux de la matrice Hess� pour l’�equation
(EKL) avec non-lin�earit�e des gaz parfaits en fonction du nombre d’onde
normalis�e dans le casc = 1, � 1 = 2. La signature n�egative de la matrice
semble pr�esenter une transition de la valeur 2 �a la valeur 3 dans la limite
soliton. Cette observation est �a consid�erer avec pr�ecautions.

6. �A propos des r�esultats num�eriques

6.1. Estimations d’erreur
On souhaite ici analyser de mani�ere quantitative les impr�ecisions num�eriques relatives

au choix des pas de discr�etisation � w et � � que l’on a pu observer pr�ec�edemment. On
cherche donc une estimation de l’erreur commise lors du calcul des d�eriv�ees secondes de
l’int�egrale d’action

�( �; � ; c) = 2
Z v3

v2

p
2� (v)( � � W (v; � ; c)) dv :

On peut commencer par �evaluer num�eriquement et a posteriori l’erreur de notre m�e-
thode d’int�egration. On consid�ere n +1 points de discr�etisation de telle sorte que � w = �

n .
La m�ethode des trap�ezes est une m�ethode d’ordre 2, cela signi�e que l’on peut �ecrire
l’erreur En entre les valeurs de l’int�egrale d’action num�erique � n et la valeur exacte �

En = � � � n = C
�

1
n

� 2
;

E2n = � � � 2n = C
�

1
2n

� 2
;

o�u les constantesC sont ind�ependantes den et d�ependent de bornes sur � et de l’intervalle
d’int�egration. On en d�eduit que

En =
� 2n � � n

1 �
� 1

2
� 2 :
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Figure 2.46. Erreur relative d’int�egration a posteriori pour la m�ethode
des trap�ezes en fonction du nombre de points d’int�egration n, en �echelle
logarithmique. �A gauche pour l’�equation de KdV avec c = 60, � = � 60 et
� = � 1400. �A droite pour l’�equation de KdV g�en�eralis�ee  = 6 avec c = 10,
� = � 5 et � = 1 :09. Le point rouge correspond au choix particulier op�er�e
lors des analyses pr�esent�ees ci-dessus.

Un erreur relative peut ainsi être �evalu�ee a posteriori par

E rel
n =

En

� 2n
:

On repr�esente sur la �gure 2.46 l’erreur d’int�egration a posteriori pour l’action associ�ee
�a l’�equation de KdV et l’�equation de KdV g�en�eralis�ee avec  = 6. On remarque que pour
l’�equation de KdV �a gauche, la pr�ecision machine est atteinte pour un nombre de points
d’int�egration tr�es faible (�a peine une cinquantaine). En revanche, pour l’�equation (gKdV-
6), on voit nettement un erreur relative d’ordre 1, c’est-�a-dire contrôl�ee uniquement par
� ! . Ce ph�enom�ene peut être expliqu�e par l’utilisation de l’extrapolation d’ordre 1 aux
extr�emit�es de l’intervalle que l’on e�ectue lors du calcul de la fonction R (voir (73)). D’au-
tant plus que, lorsqu’on e�ectue cette même estimation d’erreur mais sur le calcul o�u l’on
supprime les extr�emit�es de l’intervalle, on perd la p�eriodicit�e (propri�et�e qui permet d’avoir
une convergence exponentielle du calcul int�egral d’apr�es [120]) de la fonction int�egr�ee
ainsi que l’approximation d’ordre 1 aux bords et on retrouve l’erreur d’ordre 2 associ�ee
�a la m�ethode des trap�ezes. La raison pour laquelle on n’observe pas cette convergence
d’ordre 1 pour l’�equation de KdV s’explique uniquement par la pr�esence de« meilleures»
constantes dans l’estimation. Le comportement observ�e sur la �gure 2.46 est donc li�e �a la
p�eriodicit�e et �a la r�egularit�e aux bords.

D’un point de vue plus analytique, rappelons que l’int�egrale d’action est calcul�ee nu-
m�eriquement apr�es un changement de variable donn�ee par

�( �; � ; c) = ( v3 � v2)2
Z �= 2

� �= 2

p
� (v(w))R (v(w); v2; v3; � ; c)=2 cos2(w)dw ;

o�u R est donn�ee par (73)

R (v; v2; v3; � ; c) =
� � W (v; � ; c)

(v3 � v)(v � v2)
:

La fonction R ne s’annule pas dans l’intervalle [� �
2 ; �

2 ] et, dans tous les cas que nous
consid�erons, cette fonction est une fraction rationnelle de la variablev. Puisque � est
�egalement une fraction rationnelle en v dans les di��erents cas que nous avons consid�er�es,
on d�emontre par compositions que l’int�egrale d’action porte sur une fonction analytique
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et � -p�eriodique, renomm�ee f a�n de r�e�ecrire

�( �; � ; c) =
(v3 � v2)2

p
2

Z �
2

� �
2

f (w) dw :

L’int�egration de fonctions p�eriodiques et analytiques par la m�ethode des trap�ezes pr�esente
des propri�et�es tout �a fait particuli�eres. Selon [ 120, Th. 3:2], l’erreur d’int�egration pour
n + 1 points de discr�etisation d’une fonction � -p�eriodique est estim�ee par

(76) jEn j = j� � � n j �
2�C

e2a(n+1) � 1
;

o�u jf (w)j � C dans une bande� a < Im (w) < a , o�u a > 0. Cette d�ecroissance expo-
nentielle de l’erreur d’int�egration con�rme les observations faites �g. 2.46. En e�et, la
d�ecroissance observ�ee est tr�es rapide, jusqu’a atteindre des valeurs tr�es faibles d’erreur
(juste avant que l’approximation d’ordre 1 des extr�emit�es de l’intervalle semble reprendre
le dessus dans certains cas).

�A l’�etape suivante, on calcule les d�eriv�es secondes de l’action �. D’un point de vue
num�erique, on impl�emente des di��erences �nies d’ordre 2 sur la fonction calcul�ee pr�e-
c�edemment � n . Le pas de discr�etisation de la d�erivation est � � . Pour n’importe quelle
d�eriv�ee au coordonn�ees g�en�eriques � ; � , on a l’estimation d’erreur suivante

(77)
����@

2
�;� � �

P�;� (�)
� � 2

���� � C � � 2 ;

o�u la constante C ne d�epend pas de � � mais de bornes uniformes sur � et ses d�eriv�ees. La
fonction P�;� est lin�eaire selon les di��erentes valeurs de l’action � pr�esentes sur le r�eseau
de 34 points que l’on utilise. Dans la pratique, on calcule

P�;� (� n )
� � 2 :

Si l’on combine les deux estimations d’erreur (76) et (77), on peut �ecrire
����@

2
�;� � �

P�;� (� n )
� � 2

���� �
����@

2
�;� � �

P�;� (�)
� � 2

���� +
1

� � 2 jP�;� (� n ) � P�;� (�) j

� C � � 2 +
C

� � 2
2�C

e2a(n+1) � 1
;

o�u l’unique notation C repr�esente les di��erentes constantes du calcul.
Observons plus particuli�erement le second terme de l’estimation pr�ec�edente

(78)
C

� � 2
2�

e2a(n+1) � 1
:

Ce terme n’est pas born�e quand les deux pas de discr�etisation tendent vers z�ero. Selon les
valeurs des di��erentes constantesC et a, si le pas de d�erivation � � est choisi trop petit
par rapport au pas d’int�egration � w = �

n . En particulier, puisque l’int�egrale d’action �
tend vers z�ero comme (v3 � v2)2 dans la limite harmonique [18], on estime que c’est dans
cette limite que le terme d’erreur suppl�ementaire sera le plus pr�epond�erant. D’un point de
vue num�erique, ce ph�enom�ene est e�ectivement observable plus facilement dans la limite
faible amplitude (voir le cas de l’�equation de KdV �g. 2.11).

Un choix aurait pu être de ne calculer que des d�eriv�ees premi�eres pour calculer la ma-
trice du syst�eme de Whitham en utilisant les relations (75). En e�et, les d�eriv�ees premi�eres
de l’action ont �egalement des expressions int�egrales et le calcul d’une d�eriv�ee premi�ere au-
rait l’avantage de faire apparâ�tre seulement un facteur 1=� � au lieu de son carr�e dans
(78). La raison pour laquelle ce choix a �et�e �ecart�e est illustr�ee sur la �gure 2.47. Il est
�evident sur cet exemple que l’erreur commise lors du calcul de la p�eriode est plus impor-
tante. En tout cas, la di��erence de pr�ecision est su�samment importante pour que l’on
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Figure 2.47. Erreur relative d’int�egration a posteriori pour la m�ethode
des trap�ezes en fonction du nombre de points d’int�egration n, en �echelle
logarithmique pour le calcul de l’action � (en bleu) et de la p�eriode � (en
rouge). Image r�ealis�ee pour l’�equation de KdV avec c = 60, � = � 60 et
� = � 1400.

pr�ef�ere continuer les calculs �a partir de l’action elle-même plutôt qu’�a partir de ses d�eriv�ees
premi�eres.

6.2. Discussion sur la pr�ecision des r�esultats
On cherche �a quanti�er num�eriquement l’imprecision que l’on obtient �a la suite des

deux op�erations, int�egration puis d�erivation. Pour cela, on consid�ere de nouveau une erreur
relative a posteriori, cette fois sur l’op�eration de d�erivation en consid�erant par exemple un
coe�cient ( �; � ) de la matrice Hess�

E �;�
� � =

�� � �;� � � � �
�;�

�� = C (� � )2 ;

E �;�
� �= 2 =

��� � �;� � � � �= 2
�;�

��� = C
�

� �
2

� 2
;

o�u les constantesC sont ind�ependantes de � � . L’erreur relative sur chacune des coordon-
n�ees (�; � ) de la matrice Hess� s’�ecrit alors

E �;�
� � ; rel =

� � �= 2
�;� � � � �

�;��
1 �

� 1
2
� 2

�
� � �= 2

�;�

:

Bien sûr, avec cette m�ethode on ne peut pas �evaluer l’erreur d’int�egration associ�ee au calcul
de l’action � mais cette estimation a posteriori peut n�eanmoins fournir des informations
utiles sur la pr�ecision du calcul de sa matrice hessienne.

A�n d’�evaluer l’e�et de l’augmentation du nombre de points d’int�egration, on va tracer
sur un graphe en trois dimensions cette erreur a posteriori de d�erivationE �;�

� � ; rel en fonc-
tion de � � et en fonction du nombre de poinsn utilis�es pour obtenir �. On pourra ainsi
observer les e�ets des variations des deux di��erents pas de discr�etisation. Un tel graphe est
repr�esent�e sur la �gure 2.48. Le choix est fait ici de repr�esenter les r�esultats par des lignes
suivant le nombre de points d’int�egration a�n de faciliter la lecture et la comparaison avec
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Figure 2.48. Erreur relative de d�erivation a posteriori en fonction du
nombre de points d’int�egration n et du pas de d�erivation � � , en �echelle
logarithmique. Image r�ealis�ee pour l’�equation de (gKdV),  = 4 avec c = 10,
� = � 3 et � = � 0:3501 et pour la coordonn�ee (�; � ) = (2 ; 2).

les r�esultats obtenus sur l’�evaluation num�erique de l’action et de ses d�eriv�es premi�eres (cf.
�g. 2.47).

On distingue un minimum d’erreur pour le pas � � = 10 � 3, mais aucun comportement
particulier de l’erreur en fonction du nombre de points d’int�egration. Ceci s’explique par
la pr�ecision de celle-ci repr�esent�ee sur la �gure 2.49. L’erreur sur le calcul de l’action
est extrêmement faible (de l’ordre de 10� 15 en moyenne), ce qui signi�e qu’�a l’�echelle de
l’erreur commise lors du calcul de d�eriv�ee sur la �gure 2.48, la variation suivant le nombre
de points d’int�egration n’apparâ�t pas.

En revanche on distingue tr�es bien l’augmentation de l’erreur sur la calcul deHess�
avec la diminution du pas de d�erivation, telle qu’elle �etait pressentie th�eoriquement grâce
�a la relation (78). Cette �etude a notamment permis d’adapter les pas de d�erivation suivant
la p�eriode des ondes observ�ees. En e�et, sur la �gure 2.48 sont repr�esent�es les erreurs
obtenues pour une onde de p�eriode �x�ee, c’est-�a-dire �a ( �; � ; c) �x�es, et nous apprend que
le pas adapt�e pour cette p�eriode est 10� 3. En observant une onde de p�eriode di��erente (de
param�etre � di��erent ici), il est possible d’observer un autre optimum comme repr�esent�e
sur la �gure 2.50 dans le cas des ondes de grande p�eriode. Dans le cas des ondes de grandes
p�eriodes, c’est-�a-dire dans le r�egime limite du soliton, on voit bien ici une diminution du
pas de discr�etisation optimal pour la d�erivation (ici 10 � 6).

Observons maintenant un autre type d’impr�ecision num�erique que nous avons pu ren-
contrer, li�e �a la divergence des d�eriv�ees secondes de � dans la limite soliton. Reprenons
l’exemple de l’�equation (gKdV),  = 4 d�ecrit pr�ec�edemment (cf. �g. 2.25, 2.26) et tentons
cette fois d’observer plus en d�etail le comportement des valeurs propres du syst�eme de
Whitham et des mineurs principaux de Hess�. La comparaison du spectre est a�ch�ee sur
la �gure 2.51. La premi�ere chose �a remarquer est que le fait de r�eduire le pas de d�erivation
� � dans la limite soliton (une r�eduction contrôl�ee, a�n de conserver une pr�ecision su�-
sante cf. �g. 2.50) permet d’inclure plus d’ondes dans l’�etude. Ceci explique l’amplitude
plus �elev�ee de la gamme de nombre d’onde a�ch�e sur la courbe de gauche, o�u le pas de
d�erivation est plus faible, que sur la courbe de droite de la �gure 2.51. Ceci �etant dit, le
plus frappant reste le changement de comportement des valeurs propres dans cette limite �a
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Figure 2.49. Erreur relative d’int�egration a posteriori pour la m�ethode
des trap�ezes en fonction du nombre de points d’int�egration n, en �echelle
logarithmique. Image r�ealis�ee pour l’�equation de (gKdV),  = 4 avec c = 10,
� = � 3 et � = � 0:3501. Le point rouge correspond au choix particulier
op�er�e lors des analyses pr�esent�ees ci-dessus qui repr�esente le choix optimal
pour e�ectuer l’�etude de stabilit�e.

Figure 2.50. Erreur relative de d�erivation a posteriori en fonction du
nombre de points d’int�egration n et du pas de d�erivation � � , en �echelle
logarithmique. Image r�ealis�ee pour l’�equation de (gKdV),  = 4 dans la
limite soliton avec c = 10, � = � 3 et � = 0 :4525 et pour la coordonn�ee
(�; � ) = (2 ; 2).
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Figure 2.51. �A gauche, partie r�eelle de valeurs propres du syst�eme de
Whitham pour l’�equation (gKdV),  = 4 focalisante en fonction du nombre
d’onde normalis�e (en bleu) dans le casc = 10, � = � 3 et obtenus pour 500
points d’int�egration et un pas de d�erivation constant � � = 10 � 3 . �A droite,
le même spectre mais cette fois obtenu avec un pas de d�erivation variant
de � � = 10 � 6 dans la limite soliton �a � � = 10 � 3 pour les plus grandes
valeurs dek.

mesure que le pas de d�erivation varie. Pour un pas relativement grand, 10� 3, on n’observe
pas de divergence (�a gauche) alors que lorsque le pas diminue (�a droite), on observe une
(voire deux) p�eriodes critiques pour lesquelles au moins une des valeurs propres diverge.
On distingue �egalement une di��erence dans les �echelles de p�eriodes, ou plutôt de nombres
d’ondes ici. En particulier, sur la �gure de gauche, la bifurcation des deux valeurs propres
minimales survient pour un nombre d’onde d’environ 0:44 alors que sur la �gure de droite,
cette bifurcation a lieu pour un nombre d’onde d’environ 0:40.

Ces di��erences illustrent parfaitement les di�cult�es que l’on rencontre dans l’analyse
des r�esultats concernant la limite soliton. D’un côt�e, on souhaite r�eduire le pas de discr�eti-
sation � � a�n de r�eduire la « taille » du r�eseau de calcul discret et de pouvoir �etudier des
points plus proches de la fronti�ere du domaine 
 2 RN +2 contenant les param�etres (�; � ; c)
admissibles. D’un autre côt�e, l’erreur commise sur le calcul de la matrice hessienne impose
une limite �a cette diminution. D’autant plus que dans ce r�egime, les coe�cients de cette
matrice divergent. Les calculs impliquent alors des grands nombres et l’erreur s’en voit
augment�ee. On peut le remarquer en comparant di��erentes �echelles d’erreur des �gures
2.48 et 2.50, dont la seule di��erence est de traiter des ondes de p�eriodes di��erentes. On
voit qu’une erreur minimale de l’ordre de 10� 8 peut être obtenue pour une onde de p�eriode
relativement faible mais en revanche dans la limite soliton, cette erreur ne peut descendre
en dessous de 10� 5. Il en va de même pour l’erreur commise sur le calcul de la p�eriode,
par di��erences �nies d’ordre un cette fois. En r�esum�e, les erreurs num�eriques commises
par notre m�ethode dans la limite des ondes de grandes p�eriodes { ou limite soliton { sont
telles que les r�esultats obtenus ne permettent en g�en�eral pas de conclure avec certitude.

Remarque 2.6. C’est pourquoi les r�esultats de la �gure 2.51 ont �et�es �ecart�es pr�ec�edem-
ment au pro�t de l’�etude d’un autre cas avec des param�etres particuliers qui permettaient
d’obtenir un r�esultat plus probant. Pour le cas pr�esent�e sur les �gures 2.34 et 2.35, les
r�esultats ont pu être con�rm�es en constatant la convergence �etablie du ph�enom�ene d’in-
stabilit�e lors des variations du pas de discr�etisation � � . C’est aussi le cas des r�esultats
concernant le syst�eme d’Euler-Korteweg avec non-lin�earit�e de Boussinesq �g. 2.42 et 2.43.
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L’ensemble de ces observations permettent n�eanmoins de justi�er les choix e�ectu�es du
point de vue num�erique. En ayant conscience des limites de pr�ecision de la m�ethode mise en
�uvre ici, il conviendrait sûrement de la modi�er, au moins partiellement, a�n d’am�eliorer
l’analyse des ondes de grandes p�eriodes en particulier. Rappelons tout de même que l’un
des objectifs premiers de ces travaux �etait la possibilit�e d’�etudier un ensemble d’ondes
p�eriodiques relativement grand en un temps acceptable. Les ondes que nous souhaitions
�etudier sont repr�esent�ees par une famille �a trois ou quatre param�etres selon le syst�eme
que l’on choisit d’�etudier. Ils repr�esentent d’autant plus de directions �a consid�erer dans
les calculs de d�eriv�ees. En particulier pour des d�eriv�ees d’ordre deux, ces quatre directions
�etablissent le r�eseau de discr�etisation �a 3 4 points, et sur chacun de ces points doit être
calcul�ee une int�egrale num�erique. Ce calcul de 91 int�egrales permet ainsi d’obtenir la
matrice Hess�, qui est au centre de toute notre �etude de stabilit�e, mais uniquement pour
une onde particuli�ere, de param�etres �x�es. A�n d’analyser les propri�et�es de toute la famille
d’ondes p�eriodiques, il faut ainsi r�ep�eter ces op�erations pour un ensemble de param�etres.
Pour information, les courbes pr�esent�ees ci-dessus impliquent l’�etude d’un nombre d’ondes
de l’ordre de 103 au minimum pour le trac�e, ce qui repr�esente le calcul d’environ 100 000
int�egrales. En r�esum�e, le calcul d’int�egrale �a la base de notre m�ethode, se devait d’être le
moins coûteux en temps possible, tout en conservant une pr�ecision su�sante.

6.3. Adaptations de la m�ethode dans le r�egime soliton
Cependant, si l’on devait mettre de côt�e ces consid�erations de temps de calcul, il

existe une autre m�ethode pour calculer les vitesses caract�eristiques du syst�eme d’�equations
modul�ees de Whitham. Cette m�ethode consiste �a consid�erer le syst�eme de Whitham, non
pas sous forme quasi-lin�eaire mais sous sa forme conservative (24) que l’on rappelle ici

8
>><

>>:

@T k = � @X (ck) ;

@T M = B @X

D
@H
@U� � kD’

�
@H

@U�;x

�E
;

@T P = @X


S 0�

:

Dans le cas de l’�equation (gKdV), N = 1, ce syst�eme se r�e�ecrit
8
>><

>>:

@T k + @X (ck) = 0 ;

@T hvi + @X hp(v)i = 0 ;

@T

 1

2v2�
+ @X



v p(v) + f (v) + v v00� 1

2(v0)2�
= 0 ;

o�u v est le pro�l �-p�eriodique de l’onde consid�er�ee solution de (64) et h�i est le calcul de
moyenne sur cette p�eriode

hyi =
1
�

Z �

0
y(x)dx :

On rappelle �egalement que dans le cas de l’�equation de (gKdV), la non-lin�earit�e f est
d�e�nie par

f (v) = � ( + 1) v :
On d�e�nit alors

(79) (k; M ; P ) 7! �( k; M ; P ) =

8
>><

>>:

ck ;

hp(v)i ;


v p(v) + f (v) + v v00� 1

2(v0)2�
:

Les vitesses caract�eristiques du syst�eme de Whitham sont donc les valeurs propres de la
matrice jacobienner �( k; M ; P ).

D’un point de vue num�erique, toutes les quantit�es n�ecessaires au calcul de cette matrice
jacobienne, c’est-�a-dire la p�eriode � ou le nombre d’onde k ainsi que le pro�l x 7! v(x)
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Figure 2.52. �A gauche, partie r�eelle de valeurs propres du syst�eme de
Whitham pour l’�equation KdV, en fonction du nombre d’onde normalis�e (en
bleu) dans le casc = 60, � = � 60 et obtenus pour 500 points d’int�egration
et un pas de d�erivation constant � � = 10 � 3 . �A droite, le même spectre
mais cette fois, les 5 valeurs propres les plus proches de la limite soliton
sont recalcul�es �a partir de la matrice r �( kM ; P ).

solution de (64), sont d�e�nies �a partir des param�etres ( �; � ; c). Ce jeu de param�etres est
li�e �a ( k; M ; P ) par l’int�egrale d’action �a travers les relations (75) que l’on r�e�ecrit ici sous
la forme

@�
@�

=
1
k

;
@�
@c

= k P ; r � � = k M :

Ainsi, pour n’importe quel jeu de param�etres (k; M ; P ), on peut calculer les param�etres
(�; � ; c) correspondants par la m�ethode de Newton. �A ce stade, �a param�etres (k; M ; P )
�x�es, on est �nalement capable de calculer le pro�l v correspondant. Ce pro�l est solution
de l’�equation de pro�l (64)

1
2

� (v)v2
x + W (v; � ; c) = � :

La r�esolution de cette �equation par la m�ethode RK4 d�etaill�ee au chapitre 3, section 1.1.
Finalement, �a partir de ce pro�l on est capables de calculer les valeurs de la fonction
�( k; M ; P ) par int�egration num�erique. Les valeurs moyennes sont calcul�ees par m�ethode
des trap�ezes avec un nombre �xe de points. La matrice jacobienne qui nous int�eresse est
ensuite calcul�ee par di��erences �nies d’ordre 2.

On pr�esente sur la �gure 2.52 les r�esultats obtenus pour l’�equation de KdV avec cette
m�ethode. On rappelle que le but est ici d’am�eliorer le calcul des valeurs propres du sys-
t�eme de Whitham dans la limite soliton. La nouvelle m�ethode d�ecrite dans cette section
est beaucoup plus coûteuse en temps de calcul que celle pour laquelle nous avions opt�e ini-
tialement. En e�et, le principal d�efaut ici est que l’on doit calculer un ensemble de pro�ls
par un sch�ema aux di��erences �nies a�n de calculer la matrice jacobienne r �( k; M ; P ).
On peut n�eanmoins l’appliquer pour une quantit�e restreinte d’ondes, proches de la limite
soliton.

On voit sur la �gure 2.52 o�u les 5 ondes les plus proches de la limite soliton ont �et�e re-
calcul�ees que la m�ethode bas�ee sur le syst�eme de Whitham sous forme conservative fournit
des r�esultats d’une pr�ecision sup�erieure malgr�e le fait qu’elle implique toujours l’utilisation
de la matrice Hess�. D’un point de vue num�erique, la divergence des coe�cients de cette
matrice vers l’in�ni pose donc davantage de probl�emes pour le calcul de valeurs propres
que pour son utilisation dans la m�ethode de Newton.

Bien que la m�ethode bas�ee sur la version conservative du syst�eme de Whitham four-
nisse de meilleurs r�esultats, elle n’est pas la panac�ee. Son utilisation reste relativement
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complexe en terme de choix des pas de discr�etisation utilis�es pour la r�esolution. Les varia-
tions selon les param�etres (k; M ; P ) que l’on doit e�ectuer pour le calcul de la jacobienne
r �( k; M ; P ) sont beaucoup plus limit�es que les variations utilis�ees pour le calcul deHess�.
Plus pr�ecis�ement, les pas de d�erivations sont toujours limit�es par la pr�ecision du calcul
d’int�egrale comme on l’a d�ecrit ci-dessus, mais cette fois la di�cult�e est de choisir ces pas
su�samment petit pour que le jeu de param�etre ( k + dk; M + dM ; P + dP) par exemple
soit toujours admissible, c’est �a dire associ�ee �a une onde p�eriodique solution de (65). Fina-
lement, cette nouvelle m�ethode permet plutôt d’a�ner les r�esultats obtenus dans le r�egime
soliton sans pour autant nous permettre de l’explorer plus en d�etail.
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Chapitre 3

Manifestations des ondes p�eriodiques : perturbations et
chocs dispersifs
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1. Retour sur le syst�eme d’ �EDP dispersive

Apr�es avoir �etudi�e les propri�et�es de stabilit�e d’ondes solutions d’ �EDP dispersives par
une m�ethode que l’on pourrait quali�er d’ indirecte, on souhaite maintenant observer les
r�eels e�ets d’une perturbation sur une onde p�eriodique solution du syst�eme (2)

@t U = J (� H [U ]) :

Devant la nature oscillante des probl�emes que l’on souhaite �etudier, on rejette les m�ethode
spectrales g�en�eralement utilis�ee pour ce type d’�equation pour se concentrer sur un sch�ema
aux di��erences �nies. Les m�ethodes spectrales comme celle d�ecrites par Grava & Klein
[65] sont plus adapt�es �a l’�etude de solutions localis�ees telles que les solitons.

On cherche dans un premier temps �a connâ�tre le pro�l des solutions p�eriodiques d’un
syst�eme d’ �EDP dispersive donn�e. Pour cela, il faut r�esoudre l’�equation de pro�l (13)

1
2

� (v)v2
x + W (v; � ; c) = � ;

en tirant parti des quelques donn�ees que l’on a obtenues pr�ec�edemment. Dans un se-
cond temps, on r�esout le syst�eme d’�EDP dispersive lui même par di��erences �nies. Ceci
permettra d’observer l’�evolution temporelle d’une perturbation de ces ondes p�eriodiques.
Connaissant au pr�ealable les propri�et�es de stabilit�e des ondes que l’on �etudie, on pourra
analyser les e�ets de plusieurs types de perturbations (localis�ee, co-p�eriodique...).

1.1. R�esolution des �equations de pro�l
Commen�cons par travailler sur le pro�l d’une onde. Rappelons que pour un syst�eme

d’ �EDP dispersive donn�e et un jeu de param�etre (�; � ; c) 2 RN +2 donn�e, un pro�l p�erio-
dique est solution de (65) que l’on recopie ici

1
2

� (v)v2
x + W (v; � ; c) = � :

Cette �equation est une �equation di��erentielle ordinaire pour l’inconnue v. Ajoutons que
dans le casN = 2, la seconde inconnueu est li�ee �a v par une relation qui s’�ecrit u(v; � ; c) =
� (� 2 + cv) dans le cas des coordonn�ees lagrangiennes de masse. De plus, grace au travail
e�ectu�e au pr�ealable sur chaque onde p�eriodique, on dispose de nombreuses information
suppl�ementaires utiles, notamment les valeurs des extrema du pro�lv2 et v3 ainsi que la
p�eriode de l’onde �. Ces quantit�es on �et�e obtenues lors de la recherche de donn�ees d’une
onde �a partir de ces param�etres (voir chapitre 2, section 3) et par l’�etude des d�eriv�ees de
l’int�egrale d’action � = � � .

A�n de r�esoudre l’�equation de pro�l, on travaille dans le plan de phaseavec les incon-
nues (v1; v2) = ( v; _v). Dans ces coordonn�ees, l’�equation (65) se r�e�ecrit

(80)

8
><

>:

v0
1 = v2

v0
2 = �

1
� (v)

�
@W
@v

v2 +
1
2

d�
dv

v2
1

�

Remarque 3.1. En pratique, le fait de connâ�tre au pr�ealable les extrema et p�eriodes des
pro�ls p�eriodiques permet de r�esoudre directement l’�equation de pro�l (80) par di��erences
�nies. Sans ces donn�ees suppl�ementaires, il serait n�ecessaire d’employer une m�ethode de
tir.

On r�esout l’�equation di��erentielle (80) par une m�ethode de Runge et Kutta 4 sur une
p�eriode. Encore une fois, on utilise les r�esultats th�eoriques sur les �equation de (KdV) et
(NLS) pour �etablir la validit�e des r�esultats obtenus lors de la r�esolution. Les r�esultats de
cette comparaison sont pr�esent�es �g. 3.1 et �g. 3.2. Dans le cas de (KdV), on voit que
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Figure 3.1. �A gauche, pro�l d’onde p�eriodique sur une p�eriode pour
l’�equation de (KdV) avec c = 60, � = � 60 et � = � 1400. En bleu la
solution num�erique, en noir la solution th�eorique. �A droite, l’erreur relative
en pourcentage entre ces deux solutions. Dans ce cas, � = 0:9421 etdx =
10� 3.

Figure 3.2. �A gauche, pro�l d’onde p�eriodique sur une p�eriode pour
l’�equation de (NLS) avec c = � 1, � 1 = 2 :5 et � = � 2:7267. En bleu la
solution num�erique, en noir la solution th�eorique. �A droite, l’erreur relative
en pourcentage entre ces deux solutions. Dans ce cas, � = 0:8888 etdx =
10� 3.

pour un pas de discr�etisation relativement grand (dx = 10 � 3), l’erreur obtenue sur le calcul
du pro�l est tout �a fait satisfaisante, de l’ordre de 10 � 9 %. Pour (NLS), l’erreur est plus
importante mais reste relativement faible, 0:5 %. Les choixc = � 1 et � 2 = 0 pour (NLS)
impliquent v = u, ceci explique que l’on n’a�che que la premi�ere inconnue du syst�eme ici.

Dans la suite, on utilisera ces pro�ls p�eriodiques pour cr�eer une donn�ee initiale pour
la r�esolution du syt�eme d’ �EDP dispersive. Cette donn�ee initiale sera une p�eriodisation du
pro�l solution de (80) sur une p�eriode, �a laquelle on ajoutera ou non une perturbation.

2. Discr�etisation du syst�eme d’ �EDP par di��erences �nies

Passons maintenant �a l’�etude du syst�eme d’ �EDP dispersive de d�epart (??). En pratique,
on continue �a consid�erer les casN = 1 ou 2, pour lesquels sont donn�es les non-lin�earit�es
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p(v) et � (v). Plus particuli�erement, dans le cas N = 1 on �etudie l’�equation

(81) vt + ( p(v)) x = �
� 1

2 � 0(v)v2
x + � (v)vxx

�
x ;

et dans le casN = 2

(82)

(
vt = ux

ut + ( p(v)) x = �
� 1

2 � 0(v)v2
x + � (v)vxx

�
x :

Pour plus de clart�e, on va travailler sur le cas N = 1, le cas N = 2 s’en d�eduira facilement.
On commencera �egalement par travailler sur le cas� = 1 avant de g�en�eraliser notre sch�ema
num�erique au cas � variable.

2.1. Sch�ema saute-mouton d’ordre 2 pour (gKdV)
Concentrons-nous donc sur le casN = 1, � = 1. L’�equation (81) correspond alors �a

l’�equation de KdV g�en�eralis�ee (gKdV). A�n d’�ecrire un sch�ema pour cette �equation, on
commence par consid�erer le cas particulier et tr�es bien document�e de (KdV), c’est-�a-dire le
casp(v) = 3 v2. Les sch�emas aux di��erences �nies adapt�es �a l’�etude de cette �equation sont
relativement nombreux comme le pr�esentaient d�ej�a Taha & Ablowitz dans [ 117] au d�ebut
des ann�ees 80. Bien �evidemment, les sch�emas qu’ils pr�esentent ont tous leurs avantages et
inconv�enients, g�en�eralement en terme de pr�ecision et de coût de calcul. On se concentre
n�eanmoins sur leur premier sch�ema, le plus simple a priori, d�evelopp�e par Zabusky &
Kruskall [ 124] en 1965 qui est d�ecrit [117, x 2.1]. Une g�en�eralisation simple de ce sch�ema
pour (gKdV) s’�ecrit

(83)
vn+1

j � vn � 1
j

2� t
� f 00(vn

j )
� vn

j +1 � vn
j � 1

2� x

�
= �

vn
j +2 � 2vn

j +1 + 2vn
j � 1 � vn

j � 2

2� x3 :

Le sch�ema (83) correspond �a un sch�ema desaute-moutonexplicite d’ordre 2 en temps en en
espace dans lequel l’indicen correspond au pas d’�evolution tandis que l’indicej correspond
au pas d’espace. Il pr�esente tr�es certainement l’avantage de pouvoir être �etendu facilement
aux nouvelles non-lin�earit�es que l’on souhaite �etudier ainsi qu’au cas du syst�emeN = 2.

Remarque 3.2. Le sch�ema initial de Zabusky & Kruskall [ 124] utilisait une discr�etisation
particuli�ere du terme non-lin�eaire de (KdV) �a travers une moyenne sur le r�eseau de trois
points utilis�e

uux �
1
3

�
un

j +1 + un
j + un

j � 1
� un

j +1 � un
j � 1

2 � x
;

ce qui a pour e�et a priori d’am�eliorer la pr�ecision du sch�ema. Consid�erant son e�et limit�e
constat�e num�eriquement pour le sch�ema (83), on fait le choix de ne pas utiliser cette
variante a�n de privil�egier la clart�e du propos.

Le sch�ema (83) �etant un sch�ema �a deux pas, la premi�ere it�eration n�ecessite un calcul
pr�ealable. On utilisera alors le sch�ema explicite suivant

(84)
vn+1

j � vn
j

� t
+ p0(vn

j )
� vn

j +1 � vn
j � 1

2� x

�
= �

vn
j +2 � 2vn

j +1 + 2vn
j � 1 � vn

j � 2

2� x3 :

Remarque 3.3. Le sch�ema pr�ec�edent (84) n’est pas conservatif comme le sch�ema origi-
nal de Zabusky & Kruskal. Ce sch�ema �etait destin�e �a la simulation de donn�ees initiales
r�eguli�eres a�n d’observer la formation de trains de solitons. Dans le cadre de la simulation
de chocs dispersifs, la forme non-conservative du sch�ema devient un r�eel probl�eme car il
ne permet pas de s�electionner les discontinuit�es admissibles au sens de la th�eorie des�EDP
hyperboliques (voir par exemple Bouchut [28, x 2.1 et 2.2]). Bien que la structure des
discontinuit�es que l’on souhaite simuler soit dans une certaine mesure r�egularis�ee par la
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dispersion, on travaillera �a partir d’une version conservative de ce sch�ema pour l’�etude des
chocs dispersifs.

On souhaite maintenant �etudier la condition de stabilit�e lin�eaire du sch�ema (83) et
ainsi �etendre la relation de [117, �eq. (2.2)] �a des non-lin�earit�es plus g�en�erales. Pour cela, on
adapte les techniques de d�emonstration d�ecrite par Strikwerda [116] et celles de l’ouvrage
de Enns [54, ex. 4-8] a�n d’�etablir l’estimation suivante

Proposition 3.4. La condition de stabilit�e en norme L 2 du sch�ema (83) s’�ecrit

� t
� x

���� �
p0

�
3

+
1

� x2

���� �
2

3
p

3
;

o�u p0
� est la valeur minimale de la d�eriv�ee p0(v).

D�emonstration.
D’apr�es [116, sec. 2.3], la proc�edure concernant les sch�emas aux di��erences �nies non-
lin�eaires consiste �a « geler» les coe�cients a�n de travailler avec un sch�ema lin�eaire �a
coe�cients constants. Ces coe�cients gel�es repr�esentent l’ensemble des valeurs atteintes
par les coe�cients sur le domaine de calcul. Si chacun des sch�ema �a coe�cients gel�es
est stable alors le sch�ema non-lin�eaire le sera �egalement. On consid�ere le sch�ema lin�eaire
suivant o�u v est une constante et qui repr�esente donc l’ensemble des sch�ema �a coe�cients
gel�es associ�es au sch�ema non-lin�eaire (83)

un+1
j � un � 1

j

2� t
+ p0(v)

� un
j +1 � un

j � 1

2� x

�
= �

un
j +2 � 2un

j +1 + 2un
j � 1 � un

j � 2

2� x3 :

Par une transformation de Fourier discr�ete en espace, on obtient la relation pour� 2
[� �= � x; �= � x]

ûn+1 (� ) � ûn � 1(� ) =

� ûn (� ) � t
� x

�
p0(v)

�
ei l � x� � e� i l � x� �

+ 1
� x2

�
e2i l � x� � 2ei l � x� + 2e� i l � x� � e� 2i l � x� ��

;

ou encore de mani�ere �equivalente

(85)
ûn+1 (� ) � ûn � 1(� ) =

� ûn (� )
�
2i � t

� x
�
p0(v) sin (l � x� ) � 1

� x2 (2 sin (l � x� ) � sin (2l � x� ))
��

:

Pour r�esoudre la relation de r�ecurrence �a deux pas (85), on travaille �a partir de l’�equation
caract�eristique associ�ee dont les solutions s’�ecrivent

r1;2 = iR � (1 � R2)1=2 ;

o�u

R =
� t
� x

�
p0(~v) sin (l � x) �

1
� x2 (2 sin (l � x) � sin (2l � x))

�
:

Les solutions de (85) s’�ecrivent donc sous la forme

ûn (� ) = a(� )r n
1 + b(� )r n

2

o�u les fonctions a et b sont d�etermin�es par les conditions initiales. Comme dans [116, sec.
4.1], on �etablit une condition de stabilit�e analogue �a celle de l’analyse de stabilit�e de Von
Neumann pour les sch�emas �a un pas. Une condition su�sante de stabilit�e s’�ecrit jr i j � 1
pour i = 1 ; 2 et elle sera satisfaite siR2 � 1, c’est-�a-dire

� t
� x

����p
0(v) sin (l � x� ) �

1
� x2 (2 sin (l � x� ) � sin (2l � x� ))

���� � 1 :
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Figure 3.3. Fonction f " (� ) pour " > 0 en bleu," = 0 en noir et " < 0 en rouge.

On �etudie la fonction suivante pour � 2 [� �; � ] et " 2 R

f " (� ) = 2 sin ( � ) � sin (2� ) � " sin (� ) ;

a�n d’en �etablir les valeurs extr�emales dans le cas" ! 0. Apr�es d�erivation selon la variable
� , la fonction d�eriv�ee f 0

" (� ) s’exprime comme un polynôme de degr�e 2 de la variableX =
cos(� ). Les extrema def " sont donc li�es aux racines de

2X 2 �
�

1 �
"
2

�
X � 1 = 0 :

Un d�eveloppement limit�e en " ! 0 permet d’�ecrire les deux racines de cette �equation

X 1 = �
1
2

�
"
12

+ o(" ) ; X 2 = 1 �
"
6

+ o(" ) :

Dans le cas o�u " < 0, on trouve X 2 > 1 et seuleX 1 est admissible. Dans le cas" > 0, les
deux racines sont admissibles. La valeur maximale dejf " j est atteinte pour l’un des angles
associ�es �a la racine X 1 qui est proche � = 2�

3 comme le montre la �gure La condition de
stabilit�e pour l � x � = 2�

3 s’�ecrit

� t
� x

�����
1

� x2
2
p

3
2

� p0(v)
p

3
2

�����
� 1 :

Finalement, pour des non-lin�earit�es p0 qui v�eri�ent pour tout v, p0(v) � 1
� x2 , la valeur de

constantev pour laquelle cette condition est la plus di�cile �a v�eri�er est celle correspondant
au minimum de p0, peu importe son signe. En notant cette valeurp0

� , on obtient la condition
�enonc�ee.

�

Cette condition de stabilit�e force �a opter pour un pas de temps tr�es court ce qui se
traduit par de longs temps de calcul. Dans la pratique, on choisit tr�es souvent le pas
d’espace � x le plus grand possible, tout en conservant une pr�ecision raisonnable, a�n
d’avoir un maximum de libert�e sur le pas d’�evolution � t.
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2.2. Extension au cas � variable
On souhaite maintenant introduire la non-lin�earit�e suppl�ementaire � (v) 6= 1. D’un

point de vue pratique, seul le membre de droite du sch�ema (83) sera transform�e. On
discr�etise dans un premier temps la quantit�e �

� 1
2 � 0(v)v2

x + � (v)vxx
�

de la mani�ere suivante

(86) Tn
j = �

1
2

� 0(vn
j )

� vn
j +1 � vn

j � 1

2� x

� 2

� � (vn
j )

� vn
j +1 � 2vn

j + vn
j � 1

� x2

�
:

Puis on remplace le membre de droite du sch�ema (83) pour obtenir le sch�ema suivant

(87)
vn+1

j � vn � 1
j

2� t
+ p0(vn

j )
� vn

j +1 � vn
j � 1

2� x

�
=

"
2� x

�
Tn

j +1 � Tn
j � 1

�
:

Dans le cas� = 1, le sch�ema pr�ec�edent (87) se r�eduit au sch�ema (83). De plus, on a ajout�e
ici un facteur " aux termes dispersifs, simplement pour être en mesure de r�egler l’intensit�e
de leurs e�ets. En pratique, ce sch�ema a un comportement tout �a fait similaire �a celui du
cas � = 1. Bien-sûr, la condition de stabilit�e lin�eaire du sch�ema (87) est plus complexe
que celle pr�esent�ee �a la proposition 3.4. Elle doit notamment faire intervenir les valeurs
maximale des fonction� et � 0. L’expression de cette nouvelle condition de stabilit�e �etant
plus complexe et donc moins exploitable, on continuera �a utiliser la condition de stabilit�e
du sch�ema (83) en pratique.

On peut maintenant �etendre de mani�ere tr�es simple le sch�ema (87) au casN = 2. On
utilise toujours des di��erences �nies d’ordre deux pour la d�erivation spatiale et un sch�ema
de saute-mouton en temps. On obtient le sch�ema suivant

(88)

8
>>><

>>>:

vn+1
j � vn � 1

j

2� t
=

un
j +1 � un

j � 1

2� x
;

un+1
j � un � 1

j

2� t
+ p0(vn

j )
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j +1 � vn
j � 1

2� x
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=

"
2� x

�
Tn

j +1 � Tn
j � 1

�
:

Bien �evidemment, il nous reste �a d�e�nir des conditions aux limites a�n de compl�eter
notre condition initiale et notre sch�ema. Les conditions aux limites p�eriodiques semblent
naturelles pour notre probl�eme. N�eanmoins, on peut �egalement souhaiter �etudier des solu-
tions de type chocs, comme ce sera le cas ci-apr�es. Dans ce cas, les conditions aux limites
p�eriodiques ne seront plus n�ecessairement adapt�ees.

Remarque 3.5. Le sch�ema (88) n’est pas non plus sous forme conservative. Pour �etudier
les chocs dispersifs, il sera n�ecessaire de travailler avec une version conservative dont les
propri�et�es sont d�ecrites aux sections 4, section 5.

Remarque 3.6. D’un point de vue pratique, on ne changera pas les conditions aux limites
dans le code num�erique. On choisit plutôt de d�e�nir les conditions initiales de mani�ere �a
ce qu’elles satisfassent ces conditions, en g�en�eral en �xant une valeur constante aux deux
imites et en localisant la zone d’int�erêt (une marche dans le cas du choc par exemple)
au centre de l’intervalle. Bien sûr, si l’on souhaite �etudier l’�evolution d’une solution sans
propri�et�es de p�eriodicit�e, on s’attend �a ce que la r�esolution soit qualitativement correcte
uniquement tant que le d�eplacement de cette zone d’interêt n’atteint pas les extr�emit�es
de l’intervalle. Cette m�ethode permet donc de travailler avec des conditions p�eriodiques
sur des probl�emes qui ne le sont pas, au prix de limiter le temps d’observation et/ou
d’augmenter la taille de l’intervalle spatial parce que l’on observe des ph�enom�enes qui se
propagent essentiellement �a vitesse �nie.
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3. Comportement des ondes p�eriodiques perturb�ees

Concentrons-nous pour le moment sur l’�etude de solution p�eriodiques perturb�ees. Rap-
pelons que selon le syst�eme d’�EDP dispersive que l’on consid�ere, on dispose de di��erentes
solutions p�eriodiques suivant leurs param�etres (�; � ; c) 2 RN +2 obtenues �a partir de leur
pro�l solution de (65). On connait �egalement les propri�et�es de stabilit�e de chacune de ces
solutions suite �a l’�etude que l’on a e�ectu�ee pr�ec�edemment. On va maintenant perturber
ces solutions p�eriodiques initialement et observer l’�evolution de la fonction cr�e�ee a�n d’ob-
server les manifestations de ces perturbations suivant les propri�et�es de stabilit�e des ondes.
Dans la suite, on consid�erera deux types de perturbations. Le premier est localis�e : une
gaussienne dont on fera varier l’amplitudeA et la variance � . Pour une donn�ee initiale
p�eriodique v0, on travaillera alors avec la donn�ee initiale perturb�ee vp

0 d�e�nie par

(89) vp
0(x) = v0(x) + A exp

�
� (x � x0)2

� 2

�
:

Le second type de perturbation sera co-p�eriodique et consistera simplement �a appliquer
la perturbation pr�ec�edente �a chaque p�eriode de l’onde. En r�ealit�e, puisque l’on r�esout
toujours num�eriquement avec des conditions p�eriodiques, la premi�ere m�ethode ne donne
r�eellement acc�es qu’�a des perturbations sous-harmoniques.

3.1. Perturbation localis�ee
Une premi�ere �etude concerne la vitesse de propagation des perturbations. En e�et,

d’apr�es [78] dans le cas d’�equations de conservation dissipatives, on peut faire le lien
entre la vitesse de d�eplacement d’une perturbation localis�ee initialement et les vitesses
caract�eristiques du syst�eme modul�e de Whitham associ�ees �a l’onde p�eriodique support
de cette perturbation. Ces vitesses sont au nombre deN + 2. Une perturbation localis�ee
aura donc tendance �a sedisloquer lors de l’�evolution temporelle et avoir un e�et �a N + 2
endroits au cours du temps. Les vitesses de d�eplacement de ces perturbations devrait
être donn�ees par les valeurs propre du syst�eme de Whitham associ�ee �a l’onde p�eriodique
(�; � ; c) 2 RN +2 de d�epart qui ont �et�e obtenues au chapitre 2, section 4.

A�n d’analyser plus facilement certains r�esultats, il peut �egalement être utile de tra-
vailler avec la transform�ee de Fourier associ�ee �a l’onde que l’on observe. Sans perturbation,
cette onde est p�eriodique et son spectre localis�e est tr�es facilement reconnaissable. En re-
vanche, l’ajout de la perturbation peut entrâ�ner l’apparition de fr�equences parasites qui
seront tr�es rapidement identi��ees.

L’e�et du passage d’une perturbation localis�ee sur une onde stable se traduit a priori
par une variation de p�eriode et d’amplitude. On pourra donc observer la position des
extrema de l’onde au cours du temps. La position relative des extrema reste constante
tant que l’onde p�eriodique n’est pas perturb�ee, et c’est seulement lors du passage d’une
perturbation que l’on devrait observer un d�ephasagedes extrema.

Commen�cons par �etudier le cas de l’�equation de Korteweg-de Vries. On sait que l’�evo-
lution d’une perturbation localis�ee appliqu�ee �a une solution de r�ef�erence constante fait
apparâ�tre un �a plusieurs solitons ainsi qu’une« trâ�n�ee » d’oscillations dont la taille d�e-
croit alg�ebriquement en fonction du temps. Ce comportement a �et�e mis en �evidence par
Zabusky et Kruskal [124] et prouv�e ensuite dans [68]. L’�evolution d’une perturbation
localis�ee autour de solutions p�eriodiques ou quasi-p�eriodiques se passe l�eg�erement di��e-
remment. Mikikits-Leitner [ 97] prouve qu’il apparâ�t toujours un ou plusieurs solitons ainsi
qu’une ou plusieurs zones oscillatoires d�ecroissant alg�ebriquement, et que la convergence ne
se fait pas vers la solution p�eriodique de r�ef�erence mais vers une solution dite« modul�ee ».
On cherche dans un premier temps �a observer num�eriquement ce comportement avant de
travailler sur d’autres �equations comme (gKdV) ou (EK). On n’utilise pas ici de solution
analytique de l’�equation de KdV mais on construit l’onde support de notre perturbation
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Figure 3.4. �Evolution temporelle de l’onde p�eriodique solution de l’�equa-
tion de KdV associ�ee �a ( �; �; c ) = ( � 1400; � 60; 60) et perturb�ee localement.
En rouge les positions rep�er�ees grâce aux vitesses caract�eristiques du sys-
t�eme de Whitham.

par p�eriodicit�e �a partir d’un pro�l obtenu num�eriquement. Celui-ci est solution de l’�equa-
tion de pro�l (64) dont la r�esolution est d�ecrite �a la section pr�ec�edente. On repr�esente
sur la �gure 3.4 l’�evolution de l’onde p�eriodique associ�ee �a ( �; �; c ) = ( � 1400; � 60; 60)
solution de l’�equation de KdV et perturb�ee localement. Sur ces graphes sont repr�esent�ees
en rouge les positions remarquables se d�epla�cant aux vitesses caract�eristiques du syst�eme
de Whitham. L’�evolution se fait de la gauche vers la droite puisque la vitesse de l’onde
est positive c = 50. En haut �a gauche, c’est-�a-dire au temps initial, le rep�ere rouge est �x�e
sur le centre de la perturbation. Au cours du temps, on voit apparaitre les trois valeurs
propres du syst�eme de Whitham toujours distinctes dans le cas de l’�equation de KdV. �A
l’ext�erieur des vitesses de Whitham, c’est-�a-dire aux extr�emit�es gauche et droite, l’onde
p�eriodique n’a toujours pas subi la perturbation.

On remarque bien l’apparition dans la partie droite d’une onde solitaire se d�epla�cant
l�eg�erement plus rapidement que la plus grande vitesse de Whitham. En�n dans les inter-
valles d�e�nis par les vitesses de Whitham, l’onde p�eriodique a subi la perturbation et son
pro�l a �et�e modi��e. On peut notamment observer dans l’intervalle compris entre les deux
plus petites vitesses de Whitham, l’intervalle de gauche, la forte diminution d’amplitude.

Si l’on a toujours en tête le comportement d�ecrit par Mikikits-Leitner [ 97], on peut
analyser les di��erentes modi�cations de pro�l observ�ees �a la superposition d’une onde
l�eg�erement di��erente de l’onde initiale (d�ecrite par l’auteur comme « modul�ee ») avec une
ou plusieurs train�ees oscillantes et un ou plusieurs solitons. De plus, la localisation des
e�et perturbatifs semble e�ectivement associ�ee aux vitesses caract�eristiques introduites
par Whitham.

L’importance de ces vitesses est �egalement illustr�e sur la �gure 3.5 sur laquelle on
repr�esente la position relative des extrema de l’onde p�eriodique perturb�ee que l’on �etudie.
Cette fois, on repr�esente plus pr�ecis�ement les vitesses de Whitham. Bien que la pertur-
bation soit dite localis�ee, le support de la gaussienne consid�er�ee ici est relativement large
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Figure 3.5. �Evolution spatio-temporelle des extrema de l’onde p�eriodique
perturb�ee solution de l’�equation de KdV dans le plan ( x; t ). En noir, les
vitesses de Whitham partant des deux extr�emit�es de la perturbation gaus-
sienne.

comme on peut le voir �g. 3.4 en haut �a gauche. La perturbation op�ere a priori �a l’int�erieur
d’un intervalle, que l’on va d�ecrire ici par [ � 2 �; 2 � ]. Pour analyser avec plus de pr�ecision
les d�eplacements de perturbations, on place donc deux foyers de vitesses de Whitham aux
extr�emit�es de cet intervalle. Les deux jeux de trois vitesses sont repr�esent�es en noir sur
la �gure 3.5. On retrouve le soliton �evoluant vers la droite et correspondant �a la droite
jaune. Le plus important �a observer ici concerne la partie gauche du graphe. On distingue
un d�ephasagedans les positions des extrema �a l’int�erieur de la partie gauche de ce qu’on
le peut appeler lecône de perturbation.

On s’int�eresse maintenant �a l’�equation de KdV g�en�eralis�ee avec  = 4, c’est-�a-dire
une non-lin�earit�e p(v) = 5 v4. En consid�erant cette �equation, on cherche �a observer le
comportement d’une onde qui ne satisfait pas le crit�ere de stabilit�e modulationnelle, c’est-
�a-dire une onde pour laquelle deux des vitesses de Whitham associ�ees sont complexes
conjugu�ees. L’�evolution temporelle de l’onde associ�ee �a (�; c; � ) = ( � 4:1155; 10; 3) est
repr�esent�ee sur la �gure 3.6.

Dans ce cas pr�ecis, ce sont les parties r�eelles des vitesses de Whitham qui sont repr�e-
sent�ees en rouge. Le rep�ere rouge repr�esente la parie r�eelle commune des deux vitesses
complexes conjugu�ees et le rep�ere de droite correspond �a la troisi�eme vitesse. Le compor-
tement de la solution quant �a lui est tr�es di��erent de celui de l’onde stable observ�ee �a la
�gure 3.4. La perturbation d�eclenche ici l’instabilit�e et on voit l’apparition de « paquets
d’ondes modul�es», notamment dans la zone rep�er�ee par la vitesse de Whithamd�eg�en�er�ee .
On rep�ere �egalement de nouveau une onde solitaire se d�epla�cant vers la droite et plus
rapide que la plus grande vitesse de Whitham.

L’�evolution spatio-temporelle des extrema de cette même solution est repr�esent�ee sur
la �gure 3.7. On y distingue nettement le passage de l’onde solitaire sur la droite. On
remarque �egalement la zone perturb�ee autour des vitesses de Whitham dont la partie
r�eelle est la plus faible.

En�n, observons l’�evolution d’une onde solution du syst�eme d’Euler-Korteweg N = 2.
On choisit une non-lin�earit�e de type Boussinesq p(v) = v � v2. On s’int�eresse ici au cas
(�; � 1; c) = ( � 0:0489; 0:6; 0:9) correspondant �a une onde satisafaisant les deux crit�eres de
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Figure 3.6. �Evolution temporelle de l’onde p�eriodique solution de l’�equa-
tion de gKdV  = 4 associ�ee �a ( �; �; c ) = ( � 4:1155; 10; 3) et perturb�ee
localement. En rouge les positions rep�er�ees grâce aux vitesses caract�eris-
tiques su syst�eme de Whitham.

Figure 3.7. �Evolution spatio-temporelle des extrema de l’onde p�eriodique
perturb�ee solution de l’�equation de gKdV  = 4 dans le plan (x; t ). En noir,
les vitesses de Whitham partant des deux extr�emit�es de la perturbation
gaussienne.
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Figure 3.8. �Evolution temporelle de l’onde p�eriodique solution du sys-
t�eme EKL avec non-lin�earit�e de type Boussinesq associ�ee �a ( �; �; c ) =
(� 0:0489; 0:6; 0:9) et perturb�ee localement. En rouge les positions rep�er�ees
grâce aux vitesses caract�eristiques su syst�eme de Whitham.

stabilit�e, orbitale et modulationnelle. On ne repr�esente que la premi�ere coordonn�ee du
vecteur solution U = ( v; u)T .

L’�evolution temporelle de la solution du syst�eme est repr�esent�ee sur la �gure 3.8. Dans
ce casN = 2, les vitesses de Whitham, rep�er�ees en rouge, sont au nombre de quatre. On
observe de nouveau un ph�enom�ene particulier au niveau de ces rep�eres. La perturbation
est plac�ee au centre de la fenêtre comme l’indique la courbe en haut �a gauche de 3.8.
Au cours de l’�evolution, au voit les quatres di��erentes vitesses de Whitham apparâ�tre.
La perturbation est localis�ee autour ce ces quatre rep�eres et le reste de l’onde, aux ex-
tr�emit�es gauche et droite, reste inchang�ee. Sur les deux graphes du bas sur la �gure 3.8,
on commence �a distinguer deux intervalles �a l’int�erieur desquels la solution conserve un
certain pro�l. Ces deux intervalles sont ceux form�es par les vitesses proches. Le pro�l de
la solution au voisinage de ces zones reste stable.

L’�evolution spatio-temporelle des extrema de la solution est repr�esent�ee sur la �gure
3.9. Ici, on n’observe plus d’ondes solitaires mais on constate une correspondance entre
les di��erents d�ephasages des extrema et le cône de perturbation form�e par les di��erentes
vitesses de Whitham, même si la perturbation exc�ede l�eg�erement les limites de ce cône.

3.2. Perturbation co-p�eriodique
Concentrons-nous maintenant sur des perturbations de même p�eriode que l’onde ini-

tiale. Num�eriquement, on forme ce type de perturbation en appliquant une perturbation
gaussienne identique �a chaque p�eriode de l’onde ou simplement en e�ectuant la r�esolution
en ne consid�erant qu’une seule p�eriode �a l’int�erieur du domaine comme le repr�esente la
�gure 3.10.

A�n d’analyser les e�ets de ce type de perturbations, on se concentre sur deux cas
particuliers. Le premier est celui d’une onde orbitalement stable, solution de l’�equation
de KdV et correspondant aux param�etres c = 60, � = � 60 et � = � 1400. Le second est
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Figure 3.9. �Evolution spatio-temporelle des extrema de l’onde p�eriodique
perturb�ee solution du syst�eme EKL avec non-lin�earit�e de type Boussinesq
dans le plan (x; t ). En noir, les vitesses de Whitham partant des deux
extr�emit�es de la perturbation gaussienne.

Figure 3.10. Illustration d’une perturbation co-p�eriodique en rouge. Le
pro�l repr�esent�e en bleu est le pro�l p�eriodique solution de l’�equation de
KdV avec c = 60, � = � 60 et � = � 1400. La perturbation gaussienne est
d�e�nie par x0 = � =4 et � = 0 :01.

celui d’une onde spectralement instable, solution de l’�equation de KdV g�en�eralis�ee  = 4
avec c = 50, � = � 48 et � = 24:15. Pour cette onde, le nombre d’onde normalis�ee est
k = 0 :5797. L’�evaluation du crit�ere de stabilit�e co-p�eriodique pour ce pro�l est repr�esent�e
sur la �gure 2.35 sur laquelle on peut lire que la quantit�e n(Hess�) � 1 est bien impaire.

Il convient ici de pr�eciser ce que l’on peut esp�erer observer lors de l’�evolution des ces
ondes perturb�ees. Notons tout d’abord que même au niveau lin�eaire dans le cas des�EDO,

135



Figure 3.11. Erreur relative E1 entre les solutions avec et sans pertur-
bation pour l’�equation de KdV et en fonction du temps. L’onde consid�er�ee
est stable vis-�a-vis de perturbations co-p�eriodique. L’erreur ne tient pas
compte d’�eventuels d�ephasages entre les deux solutions.

il est di�cile d’observer une di��erence entre un cas stable et un cas instable pour des
op�erateurs non-normaux. Le comportement en temps court est souvent domin�e par une
croissance des normes transitoire et une di��erence ne s’observe que sur des temps longs.
Voir les analyses qualitative pr�esent�ees en d�etail dans l’ouvrage de Trefethen & Embree
[119, x I.1 ou encore �g. 33:3].

Par ailleurs dans une situation instable l’approximation lin�eaire n’est raisonnable que
sur un temps court d�ependant de la taille de la perturbation. Il faut donc partir d’une
perturbation su�samment petite pour que l’approximation lin�eaire soit une approximation
raisonnable sur un temps su�samment long pour que la di��erence de comportement de la
dynamique lin�eaire soit notable. �A ce stade nous sommes convaincus que l’on ne pourra
pas visualiser facilement ces di��erences de comportement. Nous allons donc nous tourner
vers une approche plus quantitative.

On ne peut donc plus simplement observer l’�evolution temporelle des solutions comme
on avait pu le faire aux �gures 3.4, 3.6 et 3.8. Une mani�ere d’observer la di��erence entre
le cas d’une onde stable et celui d’une onde instable est de mesurer dans les deux cas, une
di��erence avec la solution non perturb�ee. On pourra observer l’erreur en normeL 1(R=� Z)
ou alors en normeL 1 (R=� Z)

E1(t) =


vperturb�ee � v
v


L 1 (R=� Z)

; E1 (t) =


vperturb�ee � v
v


L 1 (R=� Z)

On s’int�eresse au r�egime de la croissance temporelle de ces erreurs.
Sur les �gures 3.11 et 3.12 sont repr�esent�ees respectivement l’erreur relativeE1 en

fonction du temps dans le cas stable et le logarithme de cette moyenne d’erreur relative
dans le cas spectralement instable pour des perturbations d’intensit�es comparables. C’est
ici que l’on observe une di��erence de comportement. Dans le cas de l’onde stable de
l’�equation de KdV (�g. 3.11), sur l’intervalle de temps consid�er�e l’erreur est croissante et
polynomiale d’ordre 1 en temps. En revanche, dans le cas de l’onde instable de l’�equation
de KdV g�en�eralis�ee, la croissance est exponentielle par rapport au temps.
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Figure 3.12. Erreur relative E1 en �echelle logarithmique entre les solu-
tions avec et sans perturbation pour l’�equation de KdV g�en�eralis�ee  = 4 et
en fonction du temps. L’onde consid�er�ee est spectralement instable vis-�a-
vis de perturbations co-p�eriodique. L’erreur ne tient pas compte d’�eventuels
d�ephasages entre les deux solutions.

Sur les �gures 3.13 et 3.14, on observe l’erreurE1 en fonction du temps, cette fois
dans la même �echelle. On constate toujours une croissance de l’erreur. Dans les deux cas
E1 et E1 , la croissance peut être interpr�et�ee comme une accumulation d’erreur en lien
avec le d�ephasage entre les deux solutions que l’on ne prend pas en compte. Cependant, les
croissances observ�ee pour l’erreurE1 sont tr�es faibles ce qui semble indiquer une satura-
tion. L’e�et d’accumulation est naturellement plus pr�esent en norme L 1. L’interpr�etation
des tendances relatives �a l’erreurE1 est moins �evidente, la croissance de l’erreur associ�ee
�a l’onde stable �etant ici plus forte que celle associ�ee �a l’onde instable.

Bien que les observations du caract�ere spectralement instable de certaines ondes soient
limit�ees, elle tendent n�eanmoins �a con�rmer les r�esultats de stabilit�e �etablis au chapitre
pr�ec�edent concernant l’�equation de KdV g�en�eralis�ee.
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Figure 3.13. Erreur relative E1 entre les solutions avec et sans pertur-
bation pour l’�equation de KdV et en fonction du temps. L’onde consid�er�ee
est stable vis-�a-vis de perturbations co-p�eriodique. L’erreur ne tient pas
compte d’�eventuels d�ephasages entre les deux solutions.

Figure 3.14. Erreur relative E1 en �echelle logarithmique entre les solu-
tions avec et sans perturbation pour l’�equation de KdV g�en�eralis�ee  = 4 et
en fonction du temps. L’onde consid�er�ee est spectralement instable vis-�a-
vis de perturbations co-p�eriodique. L’erreur ne tient pas compte d’�eventuels
d�ephasages entre les deux solutions.
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Figure 3.15. Structure d’un choc dispersif de l’�equation de KdV " >
0. Les �etats u� et u+ d�e�nissent la marche initiale. La vitesse s� peut
être positive ou n�egative. Elle correspond �a la vitesse des ondes de faible
amplitude formant l’aval du choc. La vitesse s+ correspond �a la vitesse du
soliton formant l’amont du choc.

4. Chocs dispersifs

L’�etude des chocs dispersifs connait actuellement un v�eritable essor. Ces chocs par-
ticuliers, �a la structure oscillante compos�ee d’une gamme d’ondes p�eriodiques modul�ees,
sont le r�esultat d’un �equilibre entre les e�ets non-lin�eaires et les e�ets dispersifs. En e�et,
les �equations que l’on consid�ere sont toutes des perturbations dispersives d’�EDP hyperbo-
liques non-lin�eaires et on peut se demander quels sont les e�ets de la dispersion sur leurs
ondes de chocs.�A partir des �etudes de Whitham sur les modulations [121], de nombreux
travaux se sont bas�es sur l’utilisation du syst�eme d’�equations modul�ees pour la description
de la structure des chocs dispersifs, comme ceux de El, Hoefer & Shearer [50, 75, 52, 53 ]
ou ceux de Grava & Klein [65, 66 ]. La premi�ere formulation de ces chocs �a partir des
�equations modul�ees remonte �a un travail fondateur de Gurevich & Pitaevskii [ 71] sur
l’�equation de Korteweg-de Vries. Elle utilise l’�ecriture des �equations de Whitham �ecrites
sur les invariants de Riemann et l’existence de solutions analytiques de l’�equation de KdV,
dont on peut trouver une description compl�ete dans l’ouvrage de Kamchatnov [82].

4.1. Chocs dispersifs dans les syst�emes int�egrables : �equation de KdV
On s’int�eresse dans un premier temps au cas int�egrable de l’�equation de KdV

vt +
�
3v2�

x + "vxxx = 0 :

L’existence de r�esultats analytiques concernant cette �equation nous permet de valider le
sch�ema num�erique que nous utilisons pour la r�esolution du syst�eme hamiltonien en pr�esence
de donn�ees initiales relativement « raides», c’est-�a-dire proches d’être discontinues. La
�gure 3.15 repr�esente la structure d’un choc dispersif de l’�equation de KdV pour " > 0.
Dans ce cas, un soliton forme l’amont du choc et des ondes harmoniques, ou de faible
amplitude, forment l’aval. La polarit�e du soliton est positive, c’est-�a-dire qu’il pointe vers
le haut. Dans le cas o�u le signe de la dispersion est invers�e, le soliton forme l’aval du choc
et sa polarit�e est n�egative tandis que les ondes harmoniques forment l’amont du choc. Pour
l’�equation de KdV, l’inversion du signe de la dispersion change compl�etement l’allure du
choc comme le montre la �gure 3.16 puisqu’elle modi�e �a la fois sa polarit�e (orientation
du soliton) et sa direction. Dans la suite, on �etudiera uniquement le cas" > 0.
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Figure 3.16. Structure d’un choc dispersif de l’�equation de KdV " < 0.

4.1.1. Solution analytique de l’�equation de KdV
Dans le cas de l’�equation de KdV, les travaux de Whitham [121] ont permis d’�etablir de

nombreux r�esultats �a propos des �equations modul�ees. L’existence d’invariants de Riemann
nous fournit une version diagonalis�ee du syst�eme modul�e ainsi qu’une famille de solutions
analytiques de l’�equation de KdV �a partir de fonctions elliptiques. Ce qui suit est adapt�e
de l’ouvrage de Kamchatnov [82], qui renferme �egalement un formulaire �a propos des
fonctions elliptiques, et de l’article de El, Hoefer & Shearer [53].

On rappelle l’expression polynomiale du potentiel associ�e �a l’�equation de pro�l pour
KdV

W (v; �; c ) = v3 � c2

2 v2 � �v :

Les trois racines de l’�equation
� � W (v ; �; c ) = 0

sont not�ees v1 � v2 � v3. Les solutions p�eriodiques de l’�equation de KdV associ�ee �a (�; �; c )
sont alors donn�ee par

v(t; x ) = v3 � (v3 � v2)sn2

 r
v3 � v2

2
(x � ct) ; m

!

;

o�u la vitesse de phasec et le module m sont donn�es par

c = 2 ( v1 + v2 + v3) m =
v3 � v2

v3 � v1
:

On fait souvent r�ef�erence �a cette solution en parlant d’onde cno��dale puisqu’elle peut aussi
être exprim�ee �a partir de la fonction elliptique cn.

L’hypoth�ese de modulation lente implique de consid�erer les param�etres (�; �; c ) ou
(v1; v2; v3) variables en temps et en espace. Cette hypoth�ese donne lieu �a l’�ecriture d’un
syst�eme modul�e, ou syst�eme de Whitham d�ecrit dans les chapitres pr�ec�edents. L’avantage
de l’�equation de KdV est qu’elle est compl�etement int�egrable et qu’on peut lui associer une
in�nit�e de lois de conservation. Dans ce cadre, on peut r�e�ecrire le syst�eme de Whitham sous
forme diagonale en faisant apparâ�tre les invariants de Riemann du syst�emer1 � r2 � r3

r1 = 1
2 (v1 + v2) ; r2 = 1

2 (v3 + v1) ; r3 = 1
2 (v1 + v3) :

Les �equations de Whitham s’�ecrivent alors

@ri
@t

+ Vi (r1; r2; r3)
@ri
@x

;
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o�u les vitesses caract�eristiquesV1 � V2 � V3 sont donn�ees par

(90)

V1 = c +
4(r2 � r1)(1 � m)K( m)

E(m)
;

V2 = c �
4(r2 � r1)(1 � m)K( m)
E(m) � (1 � m)K( m)

;

V3 = c +
4(r3 � r1)K( m)
E(m) � K( m)

:

Les fonctions K(m) et E(m) sont les int�egrales elliptiques de premi�ere et seconde esp�ece
respectivement. La vitessec et le module m s’expriment �egalement en fonction des inva-
riants de Riemann

c = 2 ( r1 + r2 + r3) m =
r2 � r1

r3 � r1
:

Les solutions p�eriodiques de l’�equation de KdV s’�ecrivent alors en fonction desr i

(91) v(t; x ) = r2 + r3 � r1 � 2(r2 � r1) sn2 � p
r3 � r1(x � ct + x0); m

�
:

Cette fois, on a ajout�e x0 qui joue le rôle de d�ephasage initial. Ce d�ephasage reste ind�e-
termin�e dans la th�eorie de Whitham telle qu’elle est d�ecrite ici. Toute solution est donc
d�etermin�ee �a translation pr�es. L’obtention de cette phase initiale requiert de d�eterminer
le syst�eme modul�e �a un ordre plus �elev�e du d�eveloppement asymptotique (19). Même si
on ne pr�esentera pas ce d�eveloppement ici, cette phase initiale a pu être d�etermin�ee pour
certaines conditions initiales dans le cas de l’�equation de KdV [52, 65 ].

4.1.2. Probl�eme de Gurevich-Pitaevskii
Le probl�eme formul�e par Gurevich & Pitaevskii consiste �a r�esoudre l’�equation de KdV

en consid�erant la donn�ee initiale

(92) u(0; x) =
�

u� ; x < 0 ;
u+ ; x > 0 :

On fait l’hypoth�ese que la partie oscillante du choc que l’on observe sur la �gure 3.15 peut
être repr�esent�ee par une onde modul�ee dont les param�etres sont une solution particuli�ere
des �equations de Whitham. Les deux extr�emit�es de cette partie oscillante sont alors consti-
tu�ees par une onde harmonique d’un côt�e et par un soliton de l’autre. L’int�erieur de cette
zone est repr�esent�e par un �eventail complet d’ondes dont les param�etres varient entre ces
deux limites pour lesquellesm = 0 et m = 1 respectivement. La solution �a l’ext�erieur de
la zone du choc est r�egie par l’�equation de Burgers-Hopf, qui est la r�eduction de l’�equation
de KdV au cas sans dispersion.

Dans la limite harmonique, le modulem s’annule, ce qui se traduit parr2 = r1, et on
observe la fusion de deux des vitesses caract�eristiques

m = 0 ; V2(r1; r2; r3) = V1(r1; r2; r3) = 6(2 r1 � r3) = V � (r1; r2; r3) :

On peut aussi voir qu’�a la limite, le syst�eme de Whitham se r�eduit en deux �equations,
dont l’une est l’�equation de Burgers portant sur r3 et pour laquelle on a V3 = 6 r3. Au
contraire, dans la limite soliton on observe la fusion

m = 1 ; V2(r1; r2; r3) = V3(r1; r2; r3) = 2(2 r3 + r1) = V + (r1; r2; r3) ;

et dans ce cas, l’�equation de Burgers porte surr1 et on voit V1 = 6 r1 et on a r2 = r3.
Le probl�eme que se sont pos�e Gurevich & Pitaevskii est de d�eterminer une solution

des �equations modul�eesr i (t; x ), i = 1 ; 2; 3 dont l’onde associ�eev(t; x ) donn�ee par (91) re-
pr�esente la zone oscillante du choc dispersif. Ce probl�eme consiste donc �a d�eterminer une
solution auto-similaire des �equations de Whitham dont les conditions aux bords soient
compatibles avec les �etats macroscopiques de l’onde d�e�nie �a l’ext�erieur de la zone oscil-
lante par u� .
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Figure 3.17. Sch�ema des courbes caract�eristiques du syst�eme de Whi-
tham associ�e �a une �EDP de type (KdV). En bleu, l’onde de d�etente de la
2-caract�eristique � 2. En rouge et vert, respectivement les 1-caract�eristiques
� 1 et 3-caract�eristiques � 3.

Dans le cas de l’�equation de KdV, la stricte hyperbolicit�e (les vitessesVi sont r�eelles
et distinctes) et la vraie non-lin�earit�e caract�eris�ee par

@Vi
@ri

6= 0 ; i = 1 ; 2; 3 ;

sont deux propri�et�es importantes du syst�eme de Whitham v�eri��ees pour 0 < m < 1
[82] qui assurent que l’�evolution de discontinuit�e initiale peut être repr�esent�ee par une
modulation auto-similaire de la solution (91) qui est une onde de d�etente du syst�eme de
Whitham v�eri�ant

r1 = u+ ; r3 = u� ; V2(u+ ; r2; u� ) =
x
t

:

Les courbes caract�eristiques du syst�eme de Whitham associ�e �a l’�equation de KdV
sont repr�esent�ees sch�ematiquement sur la �gure 3.17. Les 2-caract�eristiques repr�esentent
une onde de d�etente dont les vitesses aux extr�emit�es sontV� et V+ de gauche �a droite.
En dehors de la zone d�e�nie par la 2-d�etente, toutes les caract�eristiques sont des droites
puisque les invariants de Riemannr i restent constant. �A gauche de la d�etente, les 2-
caract�eristiques sont align�ees avec les 1-caract�eristiques tandis qu’a droite elles sont ali-
gn�ees avec les 3-caract�eristiques en raison de la fusion de certains invariants. La courbure
des caract�eristiques �a l’int�erieur de la d�etente est sch�ematique et tient compte des relations
V3 = 6 r3 = 6u� côt�e harmonique et V1 = 6 r1 = 6u+ côt�e soliton.

L’onde de d�etente est d�e�nie pour tous les temps t > 0 et on peut d�e�nir les vitesses
des extr�emit�es du choc dispersif s� en aval (côt�e faible amplitude ici) et s+ en amont
(côt�e soliton ici). Ces deux vitesses sont obtenues en consid�erant doncm = 0 ou m = 1
dans l’expression deV2 dans (90) en injectant les valeurs correspondantes des invariants
de Riemann r i

s� = V� (u+ ; u+ ; u� ) = 6( u+ � �) ; s+ = V+ (u+ ; u� ; u� ) = 6( u+ + 2
3 �) ;

o�u � = u� � u+ est le saut �a travers le choc dispersif. On peut �egalement calculer
l’amplitude du soliton qui forme l’amont du choc a+ = 2�.

Il est important de remarquer que la vitesse de l’onde harmoniques� co��ncide avec
la vitesse de groupe des ondes pour un certain nombre d’ondek0 et que la vitesse du
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soliton s+ co��ncide avec la vitesse de phase �a la limitek ! 0. Par d�e�nition, la relation de
dispersion des ondes de l’�equation de KdV s’�ecrit

! (k; v) = 6 k v � k3 :

La vitesse de groupe est alors d�e�nie par

vg(k; v) = @k ! (k; v) = 6 v � 3k2 ;

tandis que la vitesse de phase vaut, pourk 6= 0

v’ (v; k) =
w
k

= 6v � k2 :

Cette correspondance des vitesses est une propri�et�e g�en�erale du syst�eme de Whitham
ind�ependante du caract�ere compl�etement int�egrable. On sera ainsi en mesure d’�evaluer
num�eriquement les vitesses de groupe et de phases limitess� et s+ pour des syst�emes
non-int�egrables.

Remarque 3.7. La relation de dispersion permet de connâ�tre le sens du choc dispersif.
Par d�e�nition, le nombre d’onde k est d�ecroissant �a travers le choc dispersif en allant
des ondes harmoniques au soliton.�A proximit�e de la limite harmonique, si la vitesse de
groupe augmente quand le nombre d’onde diminue (! kk < 0) alors les ondes harmoniques
sont en aval. �A l’inverse, si la vitesse de groupe diminue quand le nombre d’onde diminue
(! kk > 0) alors les ondes harmoniques sont plac�ees en amont.

Il existe des conditions d’admissibilit�e pour un choc dispersif. Dans le cadre actuel
d’une �equation scalaire avec non-lin�earit�e convexe p(v) = 3 v2, cette condition s’�ecrit

s� < p 0(u� ) ; p0(u+ ) < s + ; s� < s + :

Ces conditions sont l’analogue des conditions d’entropie d�e�nies dans le cadre des chocs
de Lax, mais dans le cadre dispersif. Ces conditions assurent en quelque sorte que les
caract�eristiques de l’�equation de Burgers-Hopf, issues de l’ext�erieur du choc intersectent
la zone du choc dispersifs� t < x < s + t et donc transf�erent l’information de la condition
initiale �a l’int�erieur de cette zone.

Remarque 3.8. La condition de saut de Rankine-Hugoniot associ�ee aux chocs de Lax ne
s’applique pas dans le cadre d’un choc dispersif. Par comparaison, notons que

s� < s =
u� + u+

2
< s + :

4.1.3. Comparaisons num�eriques
On souhaite comparer les chocs dispersifs que l’on peut obtenir num�eriquement par

deux m�ethodes. La premi�ere est la r�esolution directe du probl�eme de Riemann associ�e �a
l’�equation de KdV. La seconde est la solution fournie par le syst�eme de Whitham, c’est-
�a-dire construite �a partir d’une onde de d�etente des invariants de Riemann et la solution
analytique de l’�equation de KdV. L’objectif est d’utiliser cette comparaison pour tester la
robustesse de notre sch�ema aux di��erences �nies en pr�esence de donn�ees initiales« raides»,
comme celles qui d�eclenchent l’apparition des chocs dispersifs.

Plusieurs di�cult�es sont �a mentionner en premier lieu. La premi�ere concerne la phase
initiale x0 de la solution analytique (91) qui est une inconnue. Le calcul de l’onde de d�etente
du syst�eme de Whitham associ�ee au choc dispersif ne fournira la solution analytique qu’�a
translation spatiale pr�es. D’un autre côt�e, on n’utilise pas tout �a fait une condition initiale
sous forme de marche (92) lors de la r�esolution de l’�equation de KdV. On consid�ere plutôt
une condition initiale plus r�eguli�ere tout en conservant la forme de marche. De plus, on
rappelle que notre sch�ema aux di��erences �nies est �ecrit pour des conditions aux bords
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Figure 3.18. �Evolution spatio-temporelle d’une marche r�egularis�ee par
l’�equation de KdV. La condition initiale est repr�esent�ee en haut �a gauche.
L’�evolution voit l’apparition d’un choc dispersif puis son extension. En
rouge sont repr�esent�ees les positions rep�er�ees par les vitessess� et s+ .

p�eriodiques. Ainsi, la condition initiale que l’on consid�ere g�en�eralement est un cr�eneau
simple. Le temps tc > 0 d’apparition du choc dispersif est donc approch�e par celui de
l’apparition du choc de l’�equation de Burgers

vt + 6v vx = 0 ;

c’est-�a-dire

tc =
1

max� 2 R [� 6v0
0(� )]

:

Les r�esultats num�eriques concernant l’�equation de KdV sont pr�esent�es sur les �gures
3.18 et 3.19. On peut y voir l’�evolution spatio-temporelle du cr�eneau initial d�ecrit ci-dessus.
Le choc apparâ�t uniquement apr�es un tempstc = 0 :083 dans le cas pr�esent. L’�evolution
se poursuit en voyant l’agrandissement de la zone de Whitham. Sur ces graphes spatio-
temporels, on peut �egalement observer la d�etente du pro�l arri�ere du cr�eneau par l’�equation
de KdV. Cette d�etente fait �egalement apparâ�tre des oscillations dispersives, ici au pied
de la marche, comme celle d�ecrites par El, Hoefer & Shearer [53].

Sur la �gure 3.19, on peut observer la superposition de deux solutions. La solution
num�erique de l’�equation de KdV et la solution analytique calcul�ee �a partir de (91) dans
laquelle les param�etres sont solution d’une d�etente du syst�eme de Whitham. Pour tenir
compte du fait que le choc ne se forme pas imm�ediatement, on a translat�e en temps l’onde
de d�etente du syst�eme de modulation. De plus, la solution analytique est d�etermin�ee �a
translation spatiale pr�es. On peut �egalement y observer la solution de l’�equation de KdV
sans dispersion ou �equation de Burgers. On v�eri�e bien que la vitesse du choc de Lax
d�e�nie par les conditions de Rankine-Hugoniot s est bien comprise entre les deux vitesses
s� qui d�e�nissent la zone de choc dispersif de Whitham. Ces vitesses sont mat�erialis�ees
en noir et forment le contour des lignes de niveau du choc dispersif.
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Figure 3.19. �A gauche, superposition du choc dispersif calcul�e �a partir
de l’�equation de KdV (en bleu) et de celui calcul�e �a partir de la d�etente
du syst�eme de Whitham associ�e (en mauve). L’enveloppe du choc est re-
pr�esent�ee en rouge et la solution de l’�equation de Burgers (sans dispersion)
est a�ch�ee en noir. �A droite, lignes de niveau du choc dans le plan (x; t ).
Les vitessess� < s < s + sont repr�esent�ees en noir.

4.2. Non-lin�earit�e non convexe
On s’int�eresse �a la description de la structure des chocs associ�es �a des non-lin�earit�esp(v)

non-convexes comme celle fournie par El, Hoefer & Shearer [53] dans le cas de l’�equation
de KdV modi��ee pour laquelle p(v) = 4 v3 que l’on �ecrit de nouveau avec un param�etre de
dispersion "

vt +
�
4v3�

x + " vxxx = 0 :

Même si l’�equation de mKdV entre dans la cat�egorie compl�etement int�egrable au même
titre que KdV, on fait le choix de mettre de côt�e cette structure et de pr�esenter les dif-
f�erences fondamentales entre ces deux �equations appuy�ees par un �echantillon de r�esultats
num�eriques. Notons en pr�eambule que contrairement �a ce qui se passe pour KdV, pour
mKdV le signe de " alt�ere non seulement l’allure mais aussi la structure des solutions.

La cons�equence imm�ediate de la non-convexit�e de la non-lin�earit�e est que les champs
caract�eristiques associ�es au syst�eme sans dispersion ne sont plus vraiment non-lin�eaires.
En e�et, la vitesse caract�eristique de l’�equation sans dispersion dans le cas de mKdV est
V (v) = 12v2, dont la d�eriv�ee s’annule en z�ero. Le syst�eme de Whitham associ�e �a mKdV
h�erite naturellement de cette propri�et�e, au moins dans les r�egimes extrêmes. Malheu-
reusement, la description des chocs dispersifs par les modulations de Whitham n�ecessite
l’existence d’une onde de d�etente reliant les deux r�egimes soliton et harmonique. Or, une
onde de d�etente ne peut pas exister si le champ caract�eristique associ�e n’est pas vrai-
ment non-lin�eaire. Pour observer un choc dispersif au sensclassique, les �etats initiaux u�
de la marche devront v�eri�er une condition sp�eciale de convexit�e en plus des conditions
d’admissibilit�e du choc dispersif. Pour l’�equation de mKdV, ces conditions s’�ecrivent

(93) ju� j > ju+ j ; u� u+ > 0 :

La condition de gauche est la condition d’admissibilit�e du choc dispersif d�eduite de ma-
ni�ere analogue au cas de l’�equation de KdV. La condition de droite est la condition de
convexit�e puisqu’elle s’�ecrit p00(u� )p00(u+ ) > 0.

La non-convexit�e est aussi �a l’origine de la pr�esence de chocs ditssous-compressifsdans
le cas" < 0. Cette d�enomination en lien avec la dynamique des gaz caract�erise l’existence
d’un choc dont la vitesse est subsonique en amont et en aval. Si l’on consid�ere la loi de
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conservation
vt +

�
4v3�

x = 0 ;

la vitesse caract�eristique V (v) = 12 v2 est un analogue de la vitesse du son d�e�nie en
dynamique des gaz. La vitesse des ondes de choc est d�e�nie par la condition de Rankine-
Hugoniot et s’�ecrit

s = u2
+ + u+ u� + u2

� ;

et les chocs sous compressifs sont caract�eris�es par

s < V (u� ) :

Ces chocs sous-compressifs du syst�eme sans dispersion sont associ�es �a l’apparition d’une
structure particuli�ere d�enomm�ee kinks dans la litt�erature anglo-saxonnne et qui d�esigne
un front d’onde monotone.

Dans le cas" > 0, il n’existe pas de chocs sous-compressifs mais en revanche, la non-
convexit�e de la non-lin�earit�e entrâ�ne l’apparition de structures doubles que l’on appelle
chocs dispersifs de contact. La pr�esence de ces chocs dispersifs non standards est �ega-
lement due �a la perte d’hyperbolicit�e du syst�eme de Whitham associ�e �a mKdV. Cette
propri�et�e peut être d�eduite de l’�ecriture sous forme diagonale du syst�eme de Whitham via
ses invariants de Riemann. Elle est aussi observable �a partir de nos r�esultats num�eriques
concernant la stabilit�e modulationelle de mKdV sur la �gure 2.19. La structure des chocs
dispersifs de contact ressemble fortement �a celle d’un choc dispersif classique. La di��erence
fondamentale entre ces deux structures est que dans le cas d’un choc classique, seulement
l’un des invariants de Riemann subit une d�etente (r2 dans l’exemple pr�ec�edent) alors que
dans le cas d’un choc dispersif de contact, deux invariants de Riemann subissent une d�e-
tente. C’est encore une fois la non-hyperbolicit�e du syst�eme qui autorise ce type de solution.

Les conditions d’apparition de ces structures non-standards correspondent �a des choix
particuliers dans la d�e�nition de la condition initiale u� . Pour une classi�cation compl�ete
des di��erentes structures de chocs dispersifs pour l’�equation de mKdV voir les travaux
de El, Hoefer & Shearer [53]. On pr�esente ici des exemples correspondants aux di��erentes
structures d�ecrites ci-dessus. Sur la �gure 3.20 est repr�esent�ee l’�evolution spatio-temporelle
d’une marche r�egularis�ee v�eri�ant les conditions d’admissibilit�e (93) par l’�equation de
mKdV. On y distingue la cr�eation d’un choc dispersif en amont de la marche ainsi que
d’une onde de rar�efaction en aval. La structure de ce choc ditclassique est tout �a fait
similaire �a celle de l’�equation de KdV en dehors d’une variation de forme de l’enveloppe
du choc.

La �gure 3.21 pr�esente une onde double kink/choc dispersif pour" < 0. L’apparition
de ce genre de structure est associ�ee aux conditions initiales v�eri�ant� u� < u + < 0. Dans
ce cas, les vitesses d’extensions de la zone de Whitham du choc sont connues (voir [53, x
5.2.1]) et leurs valeurs pourp(v) = 4 v3 sont

s� = 4( u2
� + 2u2

+ ) s+ = 4(6u2
� � 3u2

+ ) ;

tandis que la vitesse du kink vaut
sk = 4u2

� :

La distance entre le front d’onde du kink et le soliton de l’extr�emit�e du choc dispersif est
croissante (sk < s � ).

En�n, on peut observer sur la �gure 3.22 la pr�esence d’une onde doublechoc dispersif
de contact/choc dispersif. Cette structure est construite comme une juxtaposition. D’apr�es
les r�esultats de [53, x 5.2.2], la vitesse de s�eparation entre les deux chocs dispersifs vaut

s� = 4(6u2
+ � 3 � u2

� ) ;
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Figure 3.20. �Evolution spatio-temporelle d’une marche r�egularis�ee par
l’�equation de mKdV " > 0. La condition initiale est repr�esent�ee en haut �a
gauche. L’�evolution voit l’apparition d’un choc dispersif classiquepuis son
extension. En rouge sont repr�esent�ees les positions rep�er�ees par les vitesses
s� et s+ .

Figure 3.21. Onde double kink/choc dispersif de l’�equation de mKdV
" < 0. En rouge sont repr�esent�ees les positions rep�er�ees par les vitessessk ,
s� et s+ (de gauche �a droite).

et les vitesses amont et aval de la totalit�e de la structure sont donn�ees par

s� = 4(6u2
+ � 3u2

� ) s+ = 4(2u2
� + u2

+ ) :

La principale di��erence entre un choc dispersif classique et un choc dispersif de contact est
la forme de l’enveloppe de la zone de Whitham. Dans le cas d’un choc classique l’enveloppe
est relativement droite tandis que dans le cas du choc dispersif de contact l’enveloppe est
plus arrondie ou bomb�ee.
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Figure 3.22. Onde double choc dispersif de contact/choc dispersif de
l’�equation de mKdV " > 0. En rouge sont repr�esent�ees les positions re-
p�er�ees par les vitessess� , s� et s+ .

4.3. Chocs dispersifs des syst�emes non-int�egrables
4.3.1. �A propos des ondes de d�etente du syst�eme de Whitham

L’un des objectifs de cette th�ese �etait l’�etude des chocs dispersifs qui apparaissent
�eventuellement comme solution de syst�emes non-int�egrables. Pour ces �equations, on ne
dispose plus de solutions analytiques, ni d’�ecriture du syst�eme d’�equations modul�ees �a
partir d’invariants de Riemann. N�eanmoins, l’objectif �etait d’exploiter notre formulation
du syst�eme de Whitham en variables (�; � ; c) pr�esent�ee dans le second chapitre de ce
manuscrit et adapter la m�ethode d�ecrite par Gurevich & Pitaevskii.

Les di�cult�es sont nombreuses et sont autant de raisons pour lesquelles nous ne
sommes pas en mesure aujourd’hui de pr�esenter des comparaisons de structures utilisant la
r�esolution d’une d�etente du syst�eme de Whitham. La principale concerne le comportement
asymptotique de la matrice du syst�eme de Whitham dans le r�egime extrême associ�e au
soliton. Les impr�ecisions num�eriques inh�erentes �a l’exploitation de la matrice Hess� sont
telles que toute utilisation est rendue impossible dans ce r�egime. Or la construction d’un
choc dispersif n�ecessite d’exploiter une gamme compl�ete d’ondes modul�ees.

Une m�ethode plus adapt�ee �a l’�etude de la matrice du syst�eme de Whitham dans le
r�egime soliton a �et�e d�ecrite dans le second chapitre. Même si celle-ci a fourni des r�esultats
plus qu’acceptables dans le cas de l’�equation de KdV, les di�cult�es li�ees au param�etrage
des ondes dans les variables (k; M ; P ) compliquent son utilisation. Ces di�cult�es sont
d�etaill�ees dans la section 6.3 du chapitre 2.

Bien sûr, developper ce type de m�ethode pour r�esoudre le syst�eme de Whitham n’a d’in-
t�erêt que si le syst�eme hamiltonien associ�e n’est pas compl�etement int�egrable. N�eanmoins,
on a pu voir que l’existence même de chocs dispersifs, disons classiques, est conditionn�ee
par le fait que le syst�eme de Whitham doit être hyperbolique sur l’ensemble de la gamme
d’ondes qu’il d�ecrit. Or sur l’ensemble des cas d’�equations non-int�egrables sur lesquels nous
avons travaill�e, nous ne sommes pas en mesure de caract�eriser le caract�ere hyperbolique
global du syst�eme de Whitham. Ceci est de nouveau expliqu�e par le comportement du
syst�eme dans le r�egime soliton.

4.3.2. Caract�erisation de la zone de Whitham
Si l’on n’est pas capable aujourd’hui d’e�ectuer une comparaison concernant la struc-

ture oscillante de la zone de Whitham dans les cas non-int�egrables, on peut tout de même
calculer ses vitesses amont et aval en exploitant la relation de dispersion des ondes dans
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le cas scalaireN = 1. On pr�esente le raisonnement dans le cas de l’�equation de gKdV qui
est une adaptation de la m�ethode d�ecrite par El dans [50] pour KdV. La relation de dis-
persion s’�ecrit dans le cas d’une non-lin�earit�e g�en�erale p(v) et en pr�esence d’un coe�cient
de dispersion"

! (k; v) = k p(v) � "k 3 :
La vitesse de groupe est alors d�e�nie par

(94) vg(k; v) = @k ! (k; v) = p(v) � 3"k 2 ;

tandis que la vitesse de phase vaut, pourk 6= 0

(95) v’ (v; k) =
w
k

= p(v) � "k 2 :

La vitesse des ondes harmoniques est donn�ee par la vitesse de groupe calcul�ee en l’�etatu�
auquel ces ondes sont associ�ees. On rappelle que selon le signe de" , les ondes harmoniques
�a l’extr�emit�e du choc dispersif peuvent être plac�ees en amont ou en aval du choc et donc
être associ�ees �a l’�etat u+ ou �a l’�etat u� . La vitesse de l’onde solitaire est donn�ee par la
vitesse de phase associ�ee �a l’�etat� correspondant et dans la limitek ! 0.

Commen�cons par le cas plus simple de la vitesse harmonique. Pour calculer la vitesse de
groupe, il faut d�eterminer le nombre d’onde k0 > 0 associ�e aux ondes de faible amplitude.
�A la limite harmonique, le syst�eme de Whitham se r�eduit �a

(96)

(
kt + ! (k; hvi )x = 0 ;

hvi t + ( p(hvi )) x = 0 :

La forme int�egrale h(hvi ) est d�e�nie par la relation

@k
@hvi

=
@!=@hvi

p(hvi ) � @!=@k
;

qui est obtenue par d�erivations compos�ees �a partir de (96). Grâce �a la relation de dispersion,
cette derni�ere relation se r�esume �a

@k
@hvi

=
p00(hvi )

3"k
:

L’int�egration fait apparâ�tre une constante qui sera d�etermin�ee �a la limite k ! 0. Fi-
nalement, dans le cas o�u les ondes harmoniques sont plac�ees en aval du choc dispersif,
c’est-�a-dire comme dans le cas de l’�equation de KdV d�ecrit pr�ec�edemment, le nombre
d’onde limite k0 sera d�e�ni par

(97) k0(u� ; u+ ) =
�

2(p0(u� ) � p0(u+ ))
3"

� 1=2
:

Bien �evidemment, cette relation n’est valable que dans le cas o�u les �etatsu� v�eri�ent la
condition d’admissibilit�e du choc dispersif. La vitesse harmonique est alors d�e�nie �a partir
de la vitesse de groupe (94) calcul�ee enu� et k0(u� ; u+ ).

Concernant la vitesse du soliton, les choses sont plus complexes puisque la vitesse de
phase (95) n’est pas valable �a la limitet ! 0. La technique d�evelopp�ee par El [50] consiste
�a consid�erer le soliton d�e�ni par les racines associ�ees �a un potentiel W comme une onde
de faible amplitude associ�ee au potentiel� W . Cela revient simplement �a consid�erer le
maximum local du potentiel comme le minimum local de son oppos�e. Il d�e�nit alors un
nombre d’onde conjugu�e ~k et suit le raisonnement pr�ec�edent a�n d’�etablir la limite

~k0 = ( u� ; u+ ) =
�

2(p0(u+ ) � p0(u� ))
3"

� 1=2
:
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Figure 3.23. �Evolution puis rupture de la formation d’un choc dispersif
de l’�equation de gKdV  = 4 pour " > 0. En rouge sont repr�esent�ees les
positions rep�er�ees par les vitessess� et s+ . En bas �a droite, zoom sur le
train d’ondes observable au pied de choc.

La vitesse du soliton est alors la vitesse de phase (95) calcul�ee enu+ et ~k0 = ( u� ; u+ ),
toujours dans le cas o�u le soliton est associ�e �a l’�etat u+ .

4.3.3. Quelques r�esultats num�eriques dans les cas N = 1 et N = 2
On commence par pr�esenter le cas de l’�equation de gKdV = 4. D’apr�es notre �etude

de stabilit�e, cet exemple non int�egrable s’est av�er�e pr�esenter une instabilit�e orbitale concer-
nant les ondes de grande p�eriode (voir �gures 2.34 et 2.35). Cette instabilit�e se traduit
pas l’annulation du d�eterminant de la matrice Hess� ce qui implique que le syst�eme de
Whitham n’est plus un syst�eme d’�evolution quand il s’agit des ondes de grande p�eriode.
Cette propri�et�e est un obstacle majeur �a l’existence même de chocs dispersifs puisque le
syst�eme de Whitham ne peut alors pas repr�esenter la gamme compl�ete d’ondes.

Comment une condition initiale sous forme de cr�eneau va-t’elle �evoluer dans ce cas ?
Existe-t-il tout de même une r�egularisation dispersive, qui ne serait pas repr�esent�ee par des
modulations ? Les r�esultats num�eriques concernant l’�equation gKdV  = 4 sont repr�esent�es
sur la �gure 3.23. On y distingue la formation d’une structure similaire �a celle d’un choc
dispersif. On rappelle que le syst�eme de Whitham d�ecrit les modulations des ondes tant que
celles-ci ne sont pas dans un voisinage du soliton. On peut donc interpr�eter cette structure
comme celle d’un choc dispersif en formation, dans lequel les ondes de grandes p�eriodes
ne sont pas encore pr�esentes. N�eanmoins, la formation du choc dispersif se poursuit et
devrait voir l’apparition d’ondes de plus en plus proches du soliton. En r�ealit�e, on observe
l’apparition de trains d’ondes au pied du choc (visibles en bas �a gauche et sur le zoom en
bas �a droite) suivi d’une explosion de la (simulation de) solution avant que celle-ci n’arrive
�a maturit�e. L’explosion num�erique ne correspond pas �a une vraie explosion de la solution
puisque l’on sait qu’�a la fois sur le tore [39] et sur R [69] le probl�eme est globalement bien
pos�e.
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On s’int�eresse au cas des syst�emesN = 2. Des d�eveloppements r�ecents de Hoefer
[75] traitent de la repr�esentation des chocs dispersifs associ�es au syst�eme d’Euler dispersif
qui correspond �a une g�en�eralisation du syst�eme d’Euler-Korteweg. Ces travaux s’appuient
toujours sur la description des chocs dispersifs par les �equations modul�ees et pr�esentent
des solutions analytiques dans le cas de l’�equation compl�etement int�egrable (NLS). La
proc�edure qui permet de d�eterminer les vitesses amont et aval de la zone de Whitham
dans les cas non-int�egrables, d�ecrite �a la section 4.3.2, est enti�erement g�en�eralisable au cas
N = 2 et d�ecrite dans [ 50].

La description des chocs dispersifs est toujours adapt�ee du probl�eme de Gurevich-
Pitaevskii et consiste �a d�ecrire le comportement de la solution �a l’ext�erieur de la zone
de Whitham par les �equations sans dispersion tandis que l’int�erieur est calcul�e �a partir
de modulations. Dans le cas des �equations d’Euler dispersives, le syst�eme sans dispersion
correspond au p-syst�eme qui d�ecrit la dynamique de gaz isentropiques

(
vt = ux ;

ut + ( p(v)) x = 0 :

La condition initiale du probl�eme de Riemann dans le casN = 2 est d�e�nie par

(98) v(0; x) =
�

v� ; x < 0 ;
v+ ; x > 0 : ; u(0; x) =

�
u� ; x < 0 ;
u+ ; x > 0 :

Les courbes caract�eristiques d�ecrivent des ondes de choc et/ou des rar�efactions associ�ees
aux deux composantes ainsi que leurs conditions d’admissibilit�e associ�ees comme d�ecrites
par exemple dans l’ouvrage de Godlewski & Raviart [64, Chapitre I.7] . Dans le cas o�u
p est d�ecroissante p0 < 0 et convexep00> 0, les courbes de d�etente et leurs conditions
associ�ees sont

1-d�etente u(v) = u� +
Z v

v�

p
� p0(y)dy ; v � v� ;

2-d�etente u(v) = u� +
Z v�

v

p
� p0(y)dy ; v � v� :

Les courbes de choc obtenues �a partir des conditions de Rankine-Hugoniot sont

1-choc u(v) � u� =

(
+

p
(p(v) � p(v� ))( v� � v) ; v � v� ;

�
p

(p(v) � p(v� ))( v� � v) ; v � v� ;
avec pour condition d’admissibilit�e fournie par les conditions d’entropie

�
p

� p0(v) < � 1 = �
u � u�

v � v�
< �

p
� p0(v� ) ;

et

2-choc u(v) � u� =

(
�

p
(p(v) � p(v� ))( v� � v) ; v � v� ;

+
p

(p(v) � p(v� ))( v� � v) ; v � v� ;
avec pour condition d’admissibilit�e

p
� p0(v) < � 2 =

u � u�

v � v�
<

p
� p0(v� ) :

La r�esolution du probl�eme de Riemann associ�e �a ce type de syst�eme fait donc apparâ�tre
au moins deux ondes pour chacune des coordonn�ees, une rar�efaction et un choc reli�es entre
eux par un �etat interm�ediaire constant.

Pour �etudier un choc dispersif « simple », c’est-�a-dire construit �a partir d’une onde
de d�etente d’un seul des champs caract�eristiques, El [50] a propos�e un raisonnement �a
rebours dans le temps. Son argument prend en compte le fait qu’au temps initial, la zone
de Whitham est de largeur nulle et la totalit�e de la solution est alors d�etermin�ee par le
syst�eme sans dispersion. C’est toujours le cas pour une solution d�e�nie �a rebours et pour
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Figure 3.24. �Evolution spatio-temporelle de chocs dispersifs et de rar�e-
factions de la premi�ere coordonn�ee v du syst�eme (EK) avec p(v) = 1

2v et
� = 1.

des temps n�egatifs puisque cette inversion temporelle implique le calcul d’une d�etente ad-
missible du p-syst�eme. Ceci permet de construire une onde de d�etente pour des temps
d�ecroissants comme l’unique solution du probl�eme de Riemann consid�er�e. L’unicit�e per-
met alors de constater que la solution pour des temps croissants et positifs sera d�e�nie par
les même courbes caract�eristiques que celle du p-syst�eme mais pour des conditions d’ad-
missibilit�e oppos�ees. Autrement dit, un choc dispersif admissible sur une caract�eristique
donn�ee correspond �a une d�etente non-admissible sur cette même caract�eristique.

Les conditions d’admissibilit�e des chocs dispersifs simples sont donc

1-choc dispersif u(v) = u� +
Z v

v�

p
� p0(y)dy ; v� > v ;

2-choc dispersif u(v) = u� +
Z v�

v

p
� p0(y)dy ; v+ > v :

On pr�esente sur les �gures 3.24 et 3.25 la r�esolution de deux probl�emes de Riemann
pour le syst�eme d’Euler-Korteweg avec une non-lin�earit�e p(v) = 1

2v d�ecroissante et convexe.
On entre donc dans le cadre de la description pr�ec�edente. On observe bien la pr�esence de
deux ondes simples pour chacune des coordonn�ees du syst�eme et �a chaque discontinuit�e.
Dans tous les cas, on observe une onde de d�etente et un choc dispersif reli�es par un �etat
constant. L’onde de d�etente est situ�ee sur la droite pour les deux coordonn�ees, elle pr�esente
des oscillations dues �a la dispersion �a la mani�ere de celles observ�ees pour l’�equation de
KdV sur la �gure 3.18. La di��erence avec le choc dispersif est l’amplitude des oscillations
impliqu�ees. Les chocs dispersifs observ�es sur la gauche pr�esentent une gamme plus compl�ete
d’ondes. �A mesure que la formation du choc dispersif progresse, l’amplitude du soliton
amont s’approche du double de la hauteur de la marche correspondante.

Comparons ces r�esultats �a ce que l’on peut pr�evoir analytiquement. On se concentre
sur le probl�eme de Riemann de droite pour lequel

v� = 6 ; v+ = 2 ; u� = 5 ; u+ = 1 :
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Figure 3.25. �Evolution spatio-temporelle de chocs dispersifs et de rar�e-
factions de la seconde coordonn�eeu du syst�eme (EK) avec p(v) = 1

2v et
� = 1.

On cherche �a connecter les deux �etats� d’abord par un 1-choc dispersif suivi d’une 2-
d�etente a�n de d�eterminer l’�etat constant ( vm ; um ) interm�ediaire que l’on voit apparâ�tre.
D’apr�es les d�e�nitions des courbes caract�eristiques et la d�e�nition de la non-lin�earit�e p(v) =
1
2v , la connexion de l’�etat ( v� ; u� ) �a ( vm ; um ) par un 1-choc dispersif se traduit par

um = u� +
1

p
2

ln
�

vm

v�

�
:

La 2-d�etente reliant les �etats ( vm ; um ) �a ( v+ ; u+ ) s’�ecrit

u+ == um +
1

p
2

ln
�

vm

v+

�
:

Finalement, l’�etat constant interm�ediaire est d�etermin�e par
8
<

:

vm = exp
h

u+ � u �p
2

+ (ln( v+ )+ln( v� ))
2

i
;

um = u� + 1p
2

ln
�

vm
v�

�
:

Pour le probl�eme de Riemann de droite que l’on consid�ere, on trouve num�eriquement
vm = 0 :2 et um = 2 :6. Ces valeurs th�eoriques sont bien coh�erentes avec les observations
que l’on peut faire des deux �etats constants visibles sur des �gures 3.24 et 3.25.

5. �A propos des r�esultats num�eriques

Ce paragraphe discute des propri�et�es du sch�ema (88) et de son emploi dans le cadre de
la simulation de chocs dispersifs. Sous la forme (88), le sch�ema n’est pas conservatif. Son
expression est directement �etendue de celle du sch�ema pour KdV de Zabusky & Kruskal
[124] qui n’�etait elle même pas conservative. Dans leur article, ce sch�ema �etait destin�e
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�a la simulation de donn�ees initiales r�eguli�eres (un cosinus exactement) a�n d’observer la
formation de trains de solitons. C’est la raison pour laquelle la forme non-conservative
de notre sch�ema �etendu a fourni de nombreux r�esultats satisfaisants lors des simulations
relatives au comportement des solutions p�eriodiques perturb�ees �a la section 3.

Dans le cadre de la simulation de chocs dispersifs, la forme non-conservative du sch�ema
devient un r�eel probl�eme car il ne permet pas de s�electionner les discontinuit�es admissibles
au sens de la th�eorie des�EDP hyperboliques (voir par exemple Bouchut [28, x 2.1 et 2.2]).

Bien que la structure des discontinuit�es que l’on souhaite simuler soit dans une certaine
mesure r�egularis�ee par la dispersion, on travaille �a partir d’une version conservative de ce
sch�ema pour l’�etude des chocs dispersifs. En particulier, les simulations dans le casN = 2
n’ont pas pu être e�ectu�es avec le sch�ema (88) mais avec une version conservative qui
s’�ecrit dans le cas � = 1

(99)

8
>>><

>>>:

vn+1
j � vn � 1

j

2� t
=

un
j +1 � un

j � 1

2� x
;

un+1
j � un � 1

j

2� t
+

� p(vn
j +1 ) � p(vn

j � 1)
2� x

�
= �

un
j +2 � 2un

j +1 + 2un
j � 1 � un

j � 2

2� x3 :

Avec ce sch�ema (99), seuls des probl�emes semi-lin�eaires peuvent être consid�er�es.
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Conclusions et perspectives

1. Probl�eme de Cauchy pour l’�equation de qKdV autour d’un pro�l
p�eriodique r�egulier

La premi�ere partie de ce manuscrit concernait l’�etude du probl�eme de Cauchy associ�e �a
l’�equation de Korteweg-de Vries quasi-lin�eaire et d�e�nie sur la droite r�eelle x 2 R. Celle-ci
a abouti �a un th�eor�eme d’existence, d’unicit�e et de continuit�e par rapport �a la donn�ee
initiale d’une solution de cette g�en�eralisation de l’�equation de KdV pour n’importe quel
type de non-lin�earit�e. Puisque la preuve ne tire parti que de la structure de l’�equation
qKdV et n’utilise aucune estimation de dispersion, une preuve totalement similaire fournit
alors le même r�esultat d’existence sur le toreR=� Z .

De plus, même si notre th�eor�eme est v�eri��e pour des indices entiers k � 4, on pourra
�etendre celui-ci �a des indices non-entiers en relâchant la contrainte enk > 3 + 1=2.

Même si le travail e�ectu�e sur ce probl�eme de Cauchy a abouti, il ne repr�esente �na-
lement qu’une premi�ere �etape vers l’�etablissement d’un th�eor�eme adapt�e au probl�eme de
stabilit�e qui nous motive. Plus pr�ecis�ement, notre objectif initial �etait d’�etablir un r�esultat
d’existence autour d’une solution de l’�equation qKdV born�ee et r�eguli�ere. Il est apparu
que la technique de jauge d�eploy�ee n’est pas su�sante pour ce type de probl�ematique.
Les fonctions d�e�nissant les jauges sont plus di�ciles �a obtenir puisqu’elles ne d�ependent
plus que de la solution mais aussi du pro�l de r�ef�erence. Ces di�cult�es sont encore accrues
lorsque la solution et le pro�l de r�ef�erence ont des propri�et�es de localisation di��erentes.

Une perspective �a ce sujet serait d’�etudier le probl�eme de Cauchy autour d’un pro�l
p�eriodique. La propri�et�e de p�eriodicit�e, utilis�ee telle que dans [ 109] qui �etablit des estima-
tions pour les �equations de Saint-Venant �a coe�cients p�eriodiques, devrait rendre possible
le calcul de jauges adapt�ees et faciliter les estimations qu’elles soul�event.

2. Analyse du comportement asymptotique du syst�eme modul�e dans les
r�egimes limites

La seconde partie des travaux de cette th�ese concernait l’exploration num�erique des
di��erents crit�eres de stabilit�e. Ces travaux se basent sur le rôle majeur jou�e par l’int�egrale
d’action dans les di��erentes caract�erisations de stabilit�e. L’accent a donc �et�e mis sur cette
quantit�e, tant d’un point de vue num�erique que th�eorique a�n d’obtenir l’information de
stabilit�e.

Ma principale motivation a �et�e de d�evelopper une m�ethode num�erique performante et
robuste pour une grande vari�et�e de non-lin�earit�es. L’objectif �etait de pouvoir explorer les
propri�et�es de toute une famille d’ondes p�eriodiques pour une classe de syst�emes d’une ou
deux �equations. Par ailleurs, l’ensemble des codes num�eriques con�cus pendant cette th�ese
sera bientôt disponible sur le site du projet ANR BoND.

D’un point de vue technique, la r�ep�etition en grand nombre des op�erations pr�esent�ees
dans la discussion du chapitre 4, section 6.2 a demand�e de grandes pr�ecautions dans
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l’impl�ementation, notamment au niveau des op�erations de base comme les quadratures
num�eriques.

Les premiers r�esultats num�eriques ont r�ev�el�e de nombreuses propri�et�es de la matrice
du syst�eme de Whitham que l’on a not�e D (26) ci-dessus. On pense notamment �a la perte
d’hyperbolicit�e stricte du syst�eme de Whitham dans les deux r�egimes extrêmes et au com-
portement asymptotique de la matrice Hess� associ�e. Les r�esultats obtenus avec notre
m�ethode bas�ee sur le calcul de cette matrice hessienne de l’action ont permis d’obtenir
de nombreuses informations de stabilit�e, comme peut l’illustrer la table 2.4, et il reste
encore de nombreuses �equations ou non-lin�earit�es �a explorer. Notre m�ethode s’est av�er�ee
inad�equate pour l’�etude de la limite soliton pour di��erentes �equations, voir la discussion
au chapitre 4, section 6.2. N�eanmoins, on fait une analyse asymptotique dans [18] qui
permet d’atteindre les comportements di�ciles �a observer num�eriquement.

Les coordonn�ees (k; �; M ) que nous introduisons sont particuli�erement bien adapt�ees
�a l’exploration du probl�eme de Girevich & Pitaevskii. Le nombre d’onde tend vers 0 dans
la limite soliton et poss�ede une limite �nie dans la limite faible amplitude. L’inverse se
produit pour la quantit�e � qui tend vers 0 dans la limite harmonique o�u l’amplitude de
l’onde tend vers 0 et poss�ede une limite �nie dans le r�egime soliton. La moyenneM a une
limite �nie dans les deux cas. La formulation et l’�etude du syst�eme de Whitham dans ces
coordonn�ees fait l’objet d’un article en cours de �nalisation [18] o�u l’on obtient en outre
le comportement asymptotique de la matriceHess� dans les deux r�egimes limites, ce qui
permet de justi�er compl�etement la formulation du syst�eme modul�e dans ce nouveau jeu
de coordonn�ees 8

>><

>>:

@T k � @X (@� H) = 0 ;

@T � � @X (@kH) = 0 ;

@T M � @X (B r M H) = 0 ;

o�u le hamiltonien moyenn�e H est d�e�ni comme la moyenne spatiale du hamiltonien H

H[U ] = hH [U ]i =
1
�

Z �

0
H [U ]dx ;

et li�e �a l’int�egrale d’action � par la relation

� = �H + c @c� + � � r � � + � @� � :

Si la stricte convexit�e du hamiltonien moyenn�e H( k; �; M ) est une condition su�sante
d’hyperbolicit�e du syst�eme de Whitham, cette propri�et�e ne peut pas être vraie dans les
r�egimes limites. En e�et, on a les relations sur les d�eriv�ees suivantes

@� H = � k c ; @kH = � � � c ;

qui d�emontrent que @� H ! 0 dans la limite soliton k ! 0 et @kH ! 0 dans la limite
harmonique � ! 0 (pour laquelle � ! 0 �egalement).

Ces propri�et�es du syst�eme de Whitham sont peu connues pour des non-lin�earit�es plus
g�en�erales et la description des �equations modul�ees en coordonn�ees (k; �; M ) devrait nous
permettre de faire des avanc�ees sur l’analyse du probl�eme de Gurevich-Pitaevskii.

3. Construction de chocs dispersifs pour des syst�emes non int�egrables.

La description des chocs dispersifs d’�equations non-int�egrables motive fortement l’em-
ploi des coordonn�ees (k; �; M ) pour l’�ecriture des �equations modul�ees. La compr�ehension
de la structure de ces chocs �etait l’objectif des travaux pr�esent�es dans la troisi�eme et der-
ni�ere partie de ce manuscrit. Nos premiers r�esultats concernent l’�equation de KdV et plus
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particuli�erement la comparaison entre la simulation directe et les solutions analytiques
du probl�eme de Gurevich-Pitaevskii. La r�esolution de ce probl�eme consiste �a d�eterminer
une solution auto-similaire des �equations de Whitham dont les ondes modul�ees associ�ees
repr�esentent la zone oscillante du choc dispersif et dont les param�etres macroscopiques
(amplitude, p�eriode) sont compatibles avec la solution du probl�eme sans dispersion qui
r�egit l’ext�erieur du choc.

C’est une g�en�eralisation de ce probl�eme dans les cas non-int�egrables qui nous int�eresse.
La repr�esentation des modulations de la zone oscillante du choc par une d�etente des �equa-
tions modul�ees exige que celles-ci soient hyperboliques et vraiment non-lin�eaires. L’�etude
de ces propri�et�es dans les cas non-int�egrables est pr�ecis�ement l’objet de la formulation du
syst�eme de Whitham en coordonn�ees (k; �; M ) d�ecrite ci-dessus.

Concernant les �equations non-int�egrables, El, Hoefer & Shearer [50, 53 ] ont introduit
une m�ethode d’analyse des vitesses d’expansion de la zone oscillante. Cette technique bas�ee
sur l’emploi d’un nombre d’onde conjugu�e ~k est pr�esent�ee dans le dernier chapitre de ce
manuscrit. Les deux coordonn�ees� et ~k remplissent le même type de rôle. Elles poss�edent
une limite �nie dans la limite soliton et tendent vers 0 dans la limite harmonique. Leur
introduction suit le même objectif qui est de sym�etriser l’�etude des deux limites a�n de
simpli�er l’approche du soliton. En perspective, la coordonn�ee � pourra certainement
repr�esenter une alternative au nombre d’onde conjugu�e dans l’analyse de la limite soliton.
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Annexe A

Co-periodic stability of periodic waves in some Hamiltonian
PDEs

Cette annexe est une reproduction deCo-periodic stability of periodic waves in some
Hamiltonian PDEs [20], �ecrit en collaboration avec S. Benzoni-Gavage et L. M. Rodrigues
et paru �a Nonlinearity, 29(11) :3241, 2016. On rappelle la divergence de notation concer-
nant le param�etre � , d�e�ni avec un signe n�egatif par (12) et avec un signe positif dans ce
qui suit (105).
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Abstract
The stability of periodic traveling wave solutions to dispersive PDEs with respect to ‘ar-
bitrary’ perturbations is still widely open. The focus is put here on stability with respect
to perturbations of the same period as the wave, for KdV-like systems of one-dimensional
Hamiltonian PDEs. Stability criteria are derived and investigated �rst in a general abs-
tract framework, and then applied to three basic examples that are very closely related,
and ubiquitous in mathematical physics, namely, a quasilinear version of the generalized
Korteweg{de Vries equation (qKdV), and the Euler{Korteweg system in both Eulerian
coordinates (EKE) and in mass Lagrangian coordinates (EKL). Those criteria consist of a
necessary condition for spectral stability, and of a su�cient condition for orbital stability.
Both are expressed in terms of a single function, the abbreviated action integral along
the orbits of waves in the phase plane, which is the counterpart of the solitary waves
moment of instability introduced by Boussinesq. Regarding solitary waves, the celebrated
Grillakis{Shatah{Strauss stability criteria amount to looking for the sign of the second
derivative of the moment of instability with respect to the wave speed. For periodic waves,
the most striking results obtained here can be summarized as : an odd value for the di�e-
rence between N { the size of the PDE system { and the negative signature of the Hessian
of the action implies spectral instability, whereas a negative signature of the same Hessian
being equal to N implies orbital stability. Since these stability criteria are merely encoded
by the negative signature of matrices, they can at least be checked numerically. Various
numerical experiments are presented, which clearly discriminate between stable cases and
unstable cases for (qKdV), (EKE) and (EKL).

1. Introduction

Hamiltonian PDEs include a number of model equations in mathematical physics,
like the (generalized) Korteweg-de Vries equation (KdV) or the Non-Linear Schr�odinger
equation (NLS). These equations and many others are known to admit rich families of
planar traveling wave solutions, with more or less degrees of freedom. The most ‘rigid’
traveling waves are the so-calledkinks, corresponding to heteroclinic orbits of the ODEs
governing their pro�les. Periodic traveling waves, which are the purpose of this paper, have
the highest number of degrees of freedom. In between kinks and periodic waves in terms
of degrees of freedom, we can �ndsolitary waves, corresponding to homoclinic orbits.

The actual existence of such waves follows from the Hamiltonian structure of the go-
verning ODEs. We are most interested in their nonlinear stability, even though we can
only hope for orbital stability, because of translation invariance . The most e�cient ap-
proach to tackle the orbital stability of Hamiltonian traveling waves has been known as
the Grillakis{Shatah{Strauss (GSS) theory [67], which provides a way of using aconstrai-
ned energyas a Lyapunov function. This method crucially relies on the conservation of a
quantity associated with translation invariance, termed ‘impulse’ by Benjamin [10], and
known as the momentum in the NLS literature. For solitary waves, the GSS theory pro-
vides a su�cient stability condition in terms of the convexity of the constrained energy as
a function of the wave velocity. This constrained energy happens to correspond to what
was called ‘moment of instability ’ by Boussinesq [30] more than 140 years ago. Resurrec-
ted by Benjamin [9] in the early ’70s, the ideas of Boussinesq have been made rigorous for
many types of solitary waves in [67, 25, 23, 17 ] (see also [14], [41] and references in [5]).
Together with the Evans functions techniques brought in by Pego and Weinstein [104],
Kapitula and Sandstede [85], and many others, those pieces of work have led to a clear
picture of which solitary waves are stable and which are not.
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By contrast, the theory is much less advanced regarding periodic waves. Apart from
the higher number of degrees of freedom, the main di�culty comes from the fact that the
nice variational framework set up by Grillakis, Shatah, and Strauss does not work for all
kinds of perturbations of those waves. As a matter of fact, the theory oflinear stability
of periodic waves under ‘localized’ perturbations | that is, perturbations going to zero at
in�nity | is still in its infancy (see for instance [ 26, 56, 27 ] as regards spectral stability for
KdV and the cubic NLS, and [108] for asymptotic linear stability of KdV waves), and the
nonlinear stability under such perturbations is an open problem. In [22, 21 ], the authors
have contributed to the �eld by exhibiting several necessary conditions for the spectral
stability of periodic waves in Hamiltonian PDEs. In particular, they have proved in a
rather general setting that the hyperbolicity of the modulated equations ‘�a la Whitham’
is necessary for the spectral stability of the underlying wave. More precisely, the existence
of a nonreal eigenvalue for the modulated equations implies asideband instability, which
means that there are unstable modes for arbritrary small nonzero Floquet exponents.
We shall not enter into details about these results here, we refer the reader to [21] and
references therein | see also the recent related analysis in [81].

We are going to concentrate on the somehow easier problem of stability with respect
to co-periodic perturbations, that is, perturbations of the same period as the wave (or
equivalently, corresponding to a zero Floquet exponent). Our aim is to give as a clear
picture as in the case of solitary waves, which by the way may be viewed as a limiting case
of periodic waves | by letting their wavelength go to in�nity. The great advantage of co-
periodic perturbations is that they allow us to use the GSS approach in the simplest manner
| by using basically only one additional conservation law (or constraint) to rule out the
‘bad’ directions from the variational framework |, and thus achieve nonlinear stability
results at once1. This has been done for the cubic NLS by Gallay and Haragus [55] | see
also [27, 57 ] for more recent results, dealing withsubharmonicperturbations, of which the
period is a multiple of the period of the wave |, and for the generalized KdV (gKdV) by
Johnson [77] | for the classical or the modi�ed KdV, see also [ 6], [4, 8] for co-periodic,
orbital stability and [ 43], [44] for a more general result, which even handles subharmonic
perturbations. Both NLS and gKdV can be viewed as speci�c cases of the abstract setting
we are going to consider. Furthermore, this setting is built to include the Euler{Korteweg
system, a fairly general model that is involved in various applications (superuids, water
waves, incompressible uid dynamics, and nonlinear optics). The abstract systems we
consider hold in one space dimension, and read

(100) @t U = J (EH [U ]) ;

where the unknown U takes values in RN , J is a skew-adjoint di�erential operator,
and EH denotes the variational derivative of H = H (U ; U x ) In practice, we are most
concerned with the caseN = 2, which is the case for the various forms of the Euler{
Korteweg system, as well as NLS. In fact, (100) includes both the original formulation of
NLS, with

J =
�

0 1
� 1 0

�

merely being the skew-symmetric matrix of Hamiltonian equations in ‘canonical’ coordi-
nates, and its uid formulation via the Madelung transform. In the latter case,

J = B @x with B =
�

0 � 1
� 1 0

�
:

1. Even in the simplest context of co-periodic stability, it is indeed still much unclear how spectral
stability can imply nonlinear stability in Hamiltonian frameworks. Concerning localized perturbations we
even lack a clear notion of dispersive spectral stability that would be the analogue of di�usive spectral
stability [111, 112, 79, 78, 107 ].
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From now on, we assume thatJ = B @x with B a symmetric and nonsingular matrix.
This allows the caseN = 1 with J = @x , which includes gKdV, and will enable us to
make the connection with earlier results by Bronski, Johnson, and Kapitula. Furthermore,
if N = 2, we assume that the Hamiltonian H splits as

H = H [U ] = H (U ; U x ) = I (v; u) + E(v; vx ) ; with U =
�

v
u

�
;

and then that

B � 1 =
�

a b
b 0

�
; b 6= 0 :

Here above and throughout the paper, square brackets [�] signal a function of not only
the dependent variableU but also of its derivatives U x , U xx , . . . In this way, the abstract
system in (100) reads as a system of conservation laws

(101) @t U = @x (B EH [U ]) :

We recall that, when, as in cases under consideration in the present paper,H depends
only on U and U x , the � -th component (1 � � � N ) of the variational derivative EH [U ]
is

(EH [U ]) � :=
@H
@U�

(U ; U x ) � Dx

�
@H

@U�;x
(U ; U x )

�
;

where Dx stands for the total derivative, so that

Dx

�
@H

@U�;x
(U ; U x )

�
=

@2H (U ; U x )
@U� @U�;x

U�;x +
@2H (U ; U x )
@U�;x @U�;x

U�;xx ;

where we have used Einstein’s convention of summation over repeated indices. The main
examples that �t the abstract framework in (101) are, besides the generalized Korteweg-de
Vries equation

(gKdV) @t v + @xp(v) = � @3
x v ;

and its quasilinear counterpart which is written in the more general form

(qKdV) @t v = @x (E�e[v]) ; �e= �e(v; vx ) ;

the Euler{Korteweg system in Eulerian coordinates,

(EKE)

(
@t � + @x (�u ) = 0 ;

@t u + u@xu + @x (EE[� ]) = 0 ; E = E(�; � x ) ;

or in mass Lagrangian coordinates,

(EKL)

(
@sv = @yu ;

@su = @y(E�e[v]) ; �e= �e(v; vy) :

We invite the reader to take a look at [21] for more details.
The main results of the present paper are concerned with periodic traveling wave

solutions to (101), with applications to (qKdV), (EKE) and (EKL). They consist of a
su�cient condition for their orbital, co-periodic stability, and a necessary condition for
their spectral, co-periodic stability. Both are expressed in terms of the Hessian of the
constrained energy| to be de�ned in Section 2 hereafter | viewed as a function of the
N + 2 parameters determining periodic waves. The value of this constrained energy at a
given wave pro�le happens to be interpreted as anabbreviated action integral along the
corresponding orbit in the phase planef (v; vx )g. Remarkably enough, as far as capillary
uids are concerned, that is for the systems (EKE) and (EKL) with an energy of the form

(102) E = F (� ) +
1
2

K (� )� 2
x ; �e= f (v) +

1
2

� (v)v2
y ;
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the action integral physically corresponds to surface tension. The abbreviated action of
periodic wave pro�les also admits an interpretation in terms of the averaged equations
for modulated wavetrains, in that it is dual to the wavenumber in the generalized Gibbs
relation satis�ed by the averaged energy (see Eqs (63)(64) in [22]) | this point of view is
investigated further in a forthcoming paper.

Co-periodic stability conditions are replacements for the | simpler | ones known
for solitary waves. Indeed, while the abbreviated action depends onN + 2 parameters for
periodic waves, it depends on the sole solitary wave velocity once the endstate of solitary
waves is �xed in RN , in which case the abbreviated action merely coincides with the
Boussinesq moment of instability.

As is often the case, the necessary condition for spectral stability comes from anEvans
function calculation, see Section 3. Phrased explicitly, it yields a su�cient condition for
spectral instability, which is that the di�erence between N and the negative signature of
the Hessian of the abbreviated action be odd.

As to the su�cient condition for orbital stability, it relies on the GSS approach, to-
gether with a crucial algebraic relation, analogous to what has been pointed in [105] (see
also [84, Proposition 5.3.1] and references therein). This relation makes the connection
between the negative signatures of two sorts of Hessians associated with the constrained
energy, namely, the di�erential operator obtained as the Hessian at the wave’s pro�le of
the constrained energy viewed as a functional, and the (N + 1) � (N + 1) matrix, corres-
ponding to what Kapitula and Promislow [ 84] call a constraint matrix , and arising here
as the Hessian of the abbreviated action integral under the constraint that the period of
waves is �xed. This leads us to introduce a most important orbital stability index. All this
is made more precise in Section 2 below, and those necessary/su�cient stability criteria
are actually derived in an abstract setting in Sections 3 and 4.

Section 5 is then devoted to the application of these abstract results to (qKdV), (EKL),
and (EKE), with energies as in (102). In all these cases, our su�cient condition for orbital
stability turns out to rely on the simple requirement that the negative signature of the
Hessian of the abbreviated action be equal toN .

In addition, we point out a close connexion between stability criteria for (qKdV) and for
the Euler{Korteweg systems (EKL) and (EKE). We show in Section 5.2 that the systems
(EKL) and (EKE) share the very same abbreviated action integral and constrained energy,
in which the parameters of the waves turn out to be pairwise exchanged | as well as the
constraints actually, if the period itself is considered as a constraint. This readily implies
that our spectral stability criterion coincides for these systems. Furthermore, we prove that
(EKE) and (EKL) actually have the same orbital stability index, equal to the negative
signature of the Hessian of the abbreviated action minus two, even though the negative
signatures of the unconstrained variational Hessians of respective Lagrangians can di�er
from each other. Regarding spectral stability with respect to ‘arbitrary’ perturbations |
and not only co-periodic perturbations | we even show that the di�erential operators
involved in the linearized systems associated with (EKE) and (EKL) are isospectral. Even
though this seems a very natural result, the underlying conjugacy between eigenfunctions
is far from being trivial. Moreover, we stress that the spectral conjugacy is not restricted to
co-periodic boundary conditions and respects the Floquet exponent by Floquet exponent
Bloch-wave decomposition. Both spectral and variational connections are pointed out here
for the �rst time, up to the authors’ knowledge.

Some more speci�c examples | dictated by more or less classical choices of nonli-
nearities | are then investigated numerically in Section 5. This part relies very much on
the fact that all our stability criteria are expressed in terms of the abbreviated action
integral, which can be computed in the phase plane without any need of an ODE solver.
Its derivatives are then computed by means of �nite di�erences. The coexistence of two
grids of discretization | one for the integral and one for �nite di�erences, and the high
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condition number of the Hessian matrices that are to be computed, induce some numerical
di�culties that have been coped with by a suitable choice of mesh sizes. Numerous nume-
rical experiments have been conducted, and their results are in accordance with those that
can be computed analytically. In particular, our routine for computing the Hessian of the
abbreviated action integral enables us to recover in a very precise way | and up to the
small amplitude limit and to the soliton limit | the eigenvalues of modulated equations
associated with some well-known completely integrable PDEs (namely, KdV, mKdV, and
cubic NLS), as displayed in a forthcoming paper [18].

Coming back to the analytical part of our results, let us mention the following, impor-
tant di�culty. In order to actually prove some orbital stability, we need a suitable local
well-posedness theory for the Cauchy problem. This kind of result is of course heavily
model-dependent. If there is for instance a huge literature on (g)KdV, it does not seem
that anyone ever looked at the Cauchy problem for (qKdV) when the ‘capillarity’ factor
\ in

�e= f (v) +
1
2

\ (v)v2
x

is not constant. This is done in a forthcoming paper [96]. Regarding (EKE) and (EKL),
still with energies as in (102) with variable e and \ , what we need is a basic adaptation
to the 1D torus of earlier results dealing with the Cauchy problem on the whole real line
[15, 16 ].

2. Summary of main results

In order to de�ne the constrained energy, we observe that the system (101) formally
admits the additional conservation law

(103) @t Q (U ) = @x (S [U ])

with
Q (U ) := 1

2 U � B � 1U ; S [U ] := U � EH [U ] + LH [U ] ;

LH [U ] := U�;x
@H

@U�;x
(U ; U x ) � H (U ; U x ) :

The dots � in the de�nitions of Q and S are for the ‘canonical’ inner product U � V =
U� V� in RN . Recall that E stands for a variational derivative. As to the sans-serif letter
L, it stands for a crude version | without any change of variables involved | of the
‘Legendre transform’, just de�ned by the formula above. We see that Q is associated with
the invariance of (101) with respect to x-translations because of the algebraic relation

(104) @xU = @x (B EQ [U ]) :

As a consequence, for a travelling waveU = U (x � ct) of speedc to be solution to (101),
one must have by (104) that

@x (E(H + cQ )[U ]) = 0 ;

or equivalently, there must exist � 2 RN such that

(105) E(H + cQ )[U ] = � :

Equation (105) is the Euler{Lagrange equation associated with theLagrangian

L = L (U ; U x ; � ; c) := H (U ; U x ) + cQ (U ) � � � U :
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From place to place we shall refer to the components of� as Lagrange multipliers. We
thus see that LL is a �rst integral of the pro�le ODEs in (105). We also notice that (105)
implies

LL [U ] = S [U ] + cQ (U ) ;
which is of course consistent with the conservation law in (103). In this way, the possible
pro�les U are determined by the equations in (105) together with

(106) LL [U ] = � ;

where � is a constant of integration, which we shall sometimes refer to as anenergy level,
sinceLL is the conserved ‘energy’ associated with the LagrangianLL .

All this roughly shows that a periodic travelling pro�le U is ‘generically’ parametrized
by ( �; � ; c) 2 RN +2 . Furthermore, if such a pro�le U is of period �, we can de�ne the
constrained energy of all �-periodic, smooth enough functionsU by

F [U ; �; � ; c] :=
Z �

0
(H (U ; U x ) + cQ (U ) � � � U + � ) dx :

Denoting by

(107) �( �; � ; c) := F [U ; �; � ; c] =
Z �

0
(E(v; vx ) + I (v; u) + cQ (U ) � � � U + � ) dx ;

we can see by using (106) and a straightforward change of variable that

(108) �( �; � ; c) =
I

@E
@vx

(v; vx ) dv

is the abbreviated actionof E along the orbit described by v in the (v; vx )-plane. This is
the reason why, as was observed in [21, Proposition 1], the partial derivatives of � are
merely given by

(109) � � = � ; r � � = �
Z �

0
U dx ; � c =

Z �

0
Q (U ) dx :

We can now state our stability conditions in a more precise way. Necessary condition
for spectral, co-periodic stability. A periodic traveling wave solution to (100), of pro�le
U and period �, is said spectrally stable with respect to co-periodic perturbations if the
spectrum of the linearized operator

A := J Hess(H + cQ )[U ]

in L 2(R=� Z) is purely imaginary. We cannot expect more than this neutral stability,
because of symmetries2. A necessary condition for spectral, co-periodic stability is

| det( Hess�) � 0 in the caseN = 1,
| det( Hess�) � 0 in the caseN = 2.

The scalar caseN = 1 is a generalization to quasilinear equations of the results found
by Bronski and Johnson [32]. For both cases, the proof is based on the fact that possible
unstable eigenvaluesz are characterized byD (z) = 0, with

D (z) := det( F (�; z) � F (0; z))

whereF (�; z) denotes the fundamental solution of the ODEs inA U = zU , and on asymp-
totic expansions showing that whenr is real

D (r ) r ! 0= ( � r )N +2 j det(B � 1)j det(Hess�) + o(r N +2 ) and D (r ) > 0 for r � 1 :

These results are collected in a rigorous manner in Theorem A.1 (forN = 2) and Theo-
rem A.2 (for N = 1) in Section 3.

2. The eigenvalues ofA outside real and imaginary axes arise as quadruplets (z; z; � z; � z), nonzero
real or imaginary eigenvalues come in pairs (z; � z).
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Su�cient condition for orbital, co-periodic stability. It is obtained through a variational
argument. We assume that � � = � �� 6= 0, and de�ne the constraint matrix as

C :=
�r � � 
 �r � �

� ��
� �r 2� ;

with �r being a shortcut for the gradient with respect to (� ; c) at �xed � . (Note that
the coe�cients of C are made, up to a factor � 1=� �� , of all the 2 � 2 minors of �r 2�
containing � �� .) Let us denote by A the di�erential operator obtained as the Hessian of
the constrained Hamiltonian :

A := Hess(H + cQ )[U ] :

If C is nonsingular, and if the negative signaturesof the operator A and of the matrix C
happen to coincide, then the periodic travelling wave solutions to (101) of pro�le U are
orbitally stable in L 2(R=� Z). This is the purpose of Theorem A.6 in Section 4. Its proof
is based on the following algebraic relation, which generalizes a well-known fact for �nite
dimensional operators [74] and is shown in [21] (see also [105], [84, Proposition 5.3.1] for
similar observations),

n(A ) = n(A jTU C ) + n(C ) ;

where n denotes negative signature, andTU C is the tangent subspaceto the (N + 1)
codimensional manifold

C := f U 2 L 2(R=� Z) ;
R�

0 Q (U ) dx =
R�

0 Q (U ) dx ;
R�

0 U dx =
R�

0 U dxg :

(The spaceTU C actually corresponds to what Kapitula and Promislow [84] call an ad-
missible space.) According to that relation between negative signatures, the fact that
n(A ) = n(C ) implies that the operator A jTU C is nonnegative, and up to factoring out
the null direction U x , this roughly shows that the functional F [�; �; � ; c] has a local mini-
mum at U and its translates U (� + s) on

C := f U 2 L 2(R=� Z) ;
R�

0 Q (U ) dx =
R�

0 Q (U ) dx ;
R�

0 U dx =
R�

0 U dxg :

Orbital stability can then be achieved by a contradiction argument as in [25, 67 ], see [21],
or in a direct way as in [77, 56 ] (see also [41, x4.2 & x7.3] for an interesting discussion of
the pros and cons of these arguments). We choose the direct way for the proof of Theorem
A.6 in Section 4.

In practice, we need to evaluate theorbital stability index n(A ) � n(C ). For the
‘concrete’ systems we consider in Section 5, we can infer from a Sturm{Liouville argument
that n(A ) 2 f 1; 2g. In particular, extending results by Johnson [77] for (gKV), we show
that � �� > 0 implies n(A ) = 1. Furthermore, we see that when N = 1, � �� det(C ) =
det(Hess�). Hence a more explicit | but partial | version of the su�cient stability
condition :

� �� > 0 ; det(Hess�) < 0 ;
which ensures indeed thatn(A ) = n(C ), and is of course consistent with Johnson’s �ndings
in the semilinear case. In fact, we recover in Section 5.1 the more general su�cient condition
for n(A ) = n(C ) in (gKdV) that was later derived by Bronski, Johnson and Kapitula [ 33]
| using in particular that � �� < 0 implies n(A ) = 2 |, namely

� �� 6= 0 ;
����

� �� � ��
� �� � ��

���� 6= 0 ; det(Hess�) 6= 0 ; n(Hess�) = 1 :

More generally, for our concrete systems, we prove by related arguments | Sturm-Liouville
theory (see Lemma A.15) and simple algebraic relations (see Proposition A.11) |

that the orbital stability index is merely given by

n(A ) � n(C ) = n(Hess�) � N :
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Therefore, our nonlinear stability result applies as soon as ��� 6= 0, det( Hess�) 6= 0 and

n(Hess�) = N :

Our approach is applied to (qKdV) in Section 5.1, Theorem A.14.
Details regarding the systems which have motivated this work, (EKL) and (EKE), are

given in Section 5.2. A most important fact is that these systems share the very same
abbreviated action, �( �; �; j; � ) de�ned in (134), where � is the speed of EKE waves,j is
the ‘speed’3 of EKL waves, and the roles of the parameters� and � are exchanged when
we go from (EKL) to (EKE) and vice versa : � is an energy level for EKE waves and
a Lagrange multiplier for EKL waves, � is a Lagrange multiplier for EKE waves and an
energy level for EKL waves4. As a consequence, the stability criteria which are expressed
only in terms of det(Hess�) and n(Hess�) coincide for corresponding EKE waves and EKL
waves. By contrast, the individual negative signaturesn(A ) and n(C ) are in general not
preserved by going from one formulation to the other. This explains why some simpli�ed,
partial criteria | analogous to those in [ 77] for (gKdV) for instance | are actually
formulation-dependent.

The fact that waves should be simultaneously stable in both formulations seems very
natural from a physical point of view. However, this is not that obvious to prove ma-
thematically, because the mass Lagrangian coordinates are obtained from the Eulerian
coordinates through a nonlinear and nonlocal change of variables that depends on the
solution itself.

As far as spectral stability is concerned, and not only co-periodic stability actually, we
prove in Theorem A.17 (also see Remark A.17) that the corresponding linearized operators
are indeedisospectral. The proof is quite simple once we reformulate the nonlinear problems
in a suitable way, but it reveals that the kind of conjugacy between those operators is not
trivial. We are not aware of any earlier result of this type.

As regards the co-periodic orbital stability, its simultaneous occurrence in both for-
mulations (EKL) and (EKE) is supported by the idea that corresponding EKE waves and
EKL waves share the same constrained functionalF [�; �; �; j; � ], and that the constraints
are preserved by passing from Eulerian coordinates to mass Lagrangian coordinates5. If
the vanishing of our orbital stability index were exactly equivalent to the fact that the
functional F [�; �; �; j; � ] has a local minimum on the constrained manifoldC at the wave
pro�le and its translates, this would show the equivalence of co-periodic orbital stability
for (EKL) and (EKE). We �nd out that the issue is a little more subtle by looking at our
abstract result, Theorem A.6. Recalling that the roles of the ‘concrete’ parameters� and
� are exchanged when we go from (EKE) to (EKL), we see that the main assumptions for
applying Theorem A.6 to (EKE) and (EKL) are,

� �� 6= 0 ; det(Hess�) 6= 0 ; n(Hess�) = 2 ;

for the former (see Theorem A.24), and

� �� 6= 0 ; det(Hess�) 6= 0 ; n(Hess�) = 2

for the latter (see Theorem A.23). The slight discrepancy between these two sets of condi-
tions obviously comes from the derivatives � �� and � �� , which correspond respectively
to the derivative with respect to � of the wave period in Eulerian coordinates | � being
the energy level in these coordinates | and the derivative with respect to � of the wave

3. We use some quotes here because this is not a speed from the physical point of view, it actually
corresponds to a mass transfer ux across the corresponding EKE waves.

4. To avoid the introduction of too many notations, we have chosen to use the greek letters � and �
with a meaning in the ‘concrete’ examples (EKL) and (EKE) that is slightly di�erent from their meaning
in the abstract framework, see Table A.2.

5. In fact, this is true provided that we also consider the period as a constraint, and thus prescribe the
(N + 2) constraints

R�
0 dx = � ;

R�
0 U (x)dx =

R�
0 U (x)dx ;

R�
0 Q (U (x))d x =

R�
0 Q (U (x)dx.
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period in mass Lagrangian coordinates | � being the energy level in these coordinates.
They are not a priori related to each other. However, as long as we regard the vanishing of
either � �� or � �� as anomalous transitions, we can indeed think of the periodic waves as
being simultaneously orbitally stable with respect to co-periodic perturbations in Eulerian
coordinates and mass Lagrangian coordinates. Again, this is not that an obvious result,
because the meaning of co-periodic perturbations is di�erent from one formulation to the
other 6.

Finally, it turns out from a simple algebraic computation that for (EKL) the negative
signature of the Hessian of the constrained Hamiltonian in mass Lagrangian coordinates
coincides with the negative signature of the qKdV operator,

a := Hess(�e+ c�q)[v] ;

where �q:= 1
2v2 is the qKdV impulse, and c = � j 2 is prescribed by the speed of the EKL

wave. Two ingredients then lead to a set of su�cient stability conditions for (EKL). The
�rst one is that, as mentioned above, n(a) is known in terms of the sign of � �� , where �
is an alternative notation for the abbreviated action associated with qKdV waves | to
avoid confusion with the one associated with EK waves, still denoted by �. The second
ingredient follows from the observation that � is explicitly related to � , so that by the
chain rule Hess� can be expressed in terms of Hess� and r � .

3. Co-periodic, spectral instability

3.1. General setting
As in the introduction, we consider an abstract Hamiltonian system as in (100), with

U =
�

v
u

�
; J = B @x ; B � 1 =

�
a b
b 0

�
; b 6= 0 ;

H = H [U ] = H (U ; U x ) = I (v; u) + E(v; vx ) ;
and denote byQ the impulse | or momentum | de�ned by

Q (U ) =
1
2

U � B � 1U :

Furthermore, let us assume thatI is strongly convex with respect tou, and that E is
strongly convex with respect to vx . Both (EKE) and (EKL) �t this abstract framework,
with

U =
�

�
u

�
; I (�; u ) =

1
2

�u 2 ; E(�; � x ) =
1
2

e (v)� 2
x + F (� )

for the former, and

U =
�

v
w

�
; I (v; w) =

1
2

w2 ; E(v; vy) =
1
2

\ (v)v2
y + f (v)

for the latter, as long as \ , e , and � take positive values.
Recall that pro�les U of periodic wave solutions to (100) are characterized by the

algebro-di�erential system made of (105), (106), which depends on the parameters (�; � ; c) 2
R4. Equivalently, by using (104), we can view the pro�le U of waves of speedc as a spa-
tially periodic, and steady solution to the system (100) rewritten in a mobile frame, which
reads

(110) @t U = B @x (E(H + cQ )[U ]) :

6. More precisely, the prescription of the period on one side corresponds to a ‘zero mass’ perturbation
on the other side, see Remark A.19 for more details.
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For later use, let us note that (110) admits the conservation law

(111) @t Q (U ) = @x (U � E(H + cQ )[U ] + L(H + cQ )[U ]) ;

which is just (103) written in the mobile frame. In a similar way, let us note that as soon
as Eq. (105) holds true, Eq. (106) equivalently reads

(112) U � E(H + cQ )[U ] + L(H + cQ )[U ] = � ;

We now �x such a periodic pro�le U , say of period �, and assume without loss of generality
that vx vanishes at x = 0, which will simplify a little bit our computations. Linearizing
(110) about U , we receive the following system, in which the same notationU now stands
for the variation of the original U around U ,

(113) @t U = B @x (AU ) ;

where
A := Hess(H + cQ )[U ] :

In general, HessH [U ] is the di�erential operator de�ned by

(HessH [U ]U ) � =
@2H [U ]
@U� @U�

U� +
@2H [U ]
@U� @U�;x

U�;x � Dx

�
@2H [U ]
@U�;x @U�

U� +
@2H [U ]

@U�;x @U�;x
U�;x

�
;

and similarly for Q . However, HessQ [U ] happens to merely coincide here with the matrix
B � 1, and A is like HessH [U ] a self-adjoint di�erential operator, of second order in v, with
periodic coe�cients of period �. Our main purpose here is to derive a criterion ensuring
that the composite di�erential operator

A := B @xA

does not have any spectrum in the complex, right-half plane, when the eigenfunctions are
sought �-periodic.

Let us recall the classical observations that the pro�le equation in (105) implies, by
di�erentiation in x, that AU x = 0, and by di�erentiation with respect to parameters � ,
� , c, we see that7

A U � = 0 ; A U � 1 = 0 ; A U � 2 = 0 ; A U c = � U x :

Another useful relation, which follows from (113) but is more easily derived by linea-
rizing (111) about U , is the following

@t (r Q (U ) � U ) = @x (U � E(H + cQ )[U ] + U � AU � U � r U (H + cQ )[U ])
+ @x

�
@vx vE[v] vx v + @2

vx E[v] vx vx
�

;

which can be simpli�ed into

(114) @t (r Q (U ) � U ) = @x (U � AU � � vxx v + � vx vx )

where � := @2
vx E[v] > 0 by assumption.

For all z 2 C, let us consider the spectral problem associated with (113),

(115) z U = A U

which amounts to looking for solutions of (113) of the form eztU (x). For such a solution,
(114) readily implies by integration the following relation

z
Z �

0
r Q (U (x)) � U (x) dx = U (0) � [AU ] � � (0) vxx (0) [v] ;

7. Throughout the paper, subscripts � , � 1 , � 2 | or simply � when N = 1 |, and c stand for partial
derivatives with respect to the parameters � , � , c.
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where we have used the shortcut [f ] for expressions of the formf (�) � f (0), and the fact
that U is �-periodic and chosen such that vx (0) = 0. Furthermore, by also integrating
(115) over a period, we obtain

(116) z
Z �

0
U (x) dx = B [AU ] :

Therefore, we have

(117) z
Z �

0
r Q (U (x)) � U (x) dx = z B � 1U (0) �

Z �

0
U (x) dx � � (0) vxx (0) [v] :

This relation will be used in a crucial way below, given that � (0) > 0 and vxx (0) 6= 0.

3.2. Evans function
The eigenvalue equations in (115) consist of a system of ODEs, which is of �rst order in

u and third order in v. Rewriting this system as a �rst-order system of four ODEs | linear
ODEs with �-periodic coe�cients, and denoting by F (�; z) its fundamental solution, we see
that the existence of a �-periodic, nontrivial solution to (115) is equivalent to D (z) = 0,
where

D (z) := det( F (�; z) � F (0; z)) :
The function D : C ! C is called an Evans function8.

Theorem A.1. In the framework of Sections 2 and 3.1, we make the ‘generic’ assumption
(H0) There exists an open set
 of RN +2 and a family of periodic traveling pro�les

U smoothly parametrized by(�; � ; c) 2 
 such that (105)-(106) hold true, that is
E(H + cQ )[U ] = � ; U � EH [U ] + LH [U ] + cQ (U ) = � :

If N = 2 then the Evans functionD de�ned above has the following asymptotic behaviors

(118) D (r ) r ! 0= r 4 (� det(B � 1)) det( Hess�) + o(r 4) ; D (r ) > 0 for r � 1 :
If det(Hess�) < 0, then the corresponding wave is spectrally unstable.

Notice that det( B � 1) = � b2 so that (� det(B � 1)) = j det(B � 1)j.
Proof.

We begin by observing that U x ; U � ; U � 1 ; U � 2 are solutions to the ODEs in (115) with
z = 0, as a consequence | by di�erentiation in x | of the relations

(119) AU x = 0 ; AU � = 0 ; AU � 1 =
�

1
0

�
; AU � 2 =

�
0
1

�
;

which themselves come from the di�erentiation of (105). Furthermore, (U x ; U � ; U � 1 ; U � 2 )
is an independent family. Indeed, would a linear combination� 0U x + � 3U � + � 1U � 1 +
� 2U � 2 be zero, the last two equations in (119) above would imply� 1 = � 2 = 0, so that
� 0U x + � 3U � = 0, which turns out to be impossible unless � 0 = � 3 = 0. Indeed, by
di�erentiation of (106) we see that

� � vxx v� + � vx v�;x = 1 ; � � vxx vx + � vx vxx = 0 ;

so that v� and vx cannot be colinear. (In the computation here above, we actually have
di�erentiated (106) under the form (112), and used the same simpli�cation as in the
derivation of (114), as well as the �rst two equations in (119) to cancel out the terms
U � AU � , and U � AU x , even though these simpli�cations are not necessary to show that
U x and U � cannot be colinear. If the second equation obtained in this way is trivial, this

8. Here with Floquet exponent equal to zero, since we search for co-periodic eigenfunctions only ; a more
general Evans function would be D (z; � ) := det( F (�; z) � ei� F (0; z)), de�ned for all Floquet exponents
� 2 R.
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is not the case for the �rst one.) Since we have enforcedvx (0) = 0, the above relations
imply in particular

(120) � (0) vxx (0)v� (0) = � 1 :

This preliminary observation that ( U x ; U � ; U � 1 ; U � 2 ) is an independent family allows
us to consider the family of independent solutionsU j (�; z), j = 1 ; 2; 3; 4, to (115) de�ned
by the initial conditions

(vj (0; z); vj
x (0; z); vj

xx (0; z); uj (0; z))T =

8
>><

>>:

(vx (0); vxx (0); vxxx (0); ux (0))T if j = 1 ;
(v� (0); v�;x (0); v�;xx (0); u� (0))T if j = 2 ;

(v� 1 (0); v� 1 ;x (0); v� 1 ;xx (0); u� 1 (0))T if j = 3 ;
(v� 2 (0); v� 2 ;x (0); v� 2 ;xx (0); u� 2 (0))T if j = 4 :

We see that the Evans function equivalently readsD (z) = E (z)=�, where

E (z) :=

��������

[ v1] � � � [ v4]
[ v1

x ] � � � [ v4
x ]

[ v1
xx ] � � � [ v4

xx ]
[ u1] � � � [ u4]

��������
; � :=

��������

v1(0) � � � v4(0)
v1

x (0) � � � v4
x (0)

v1
xx (0) � � � v4

xx (0)
u1(0) � � � u4(0)

��������
:

Here above and in the remaining part of this proof, the notation [�] is reserved for di�erences
of values betweenx = � and x = 0, and has nothing to do with the evaluation of functionals
anymore.

Low frequency expansion. This is basically a variation on the computation made
in [22, Section B.2], with a few more details for the reader’s convenience. We begin by
observing that

[AU ] =
�

� � (0) [vxx ]
� (0) [u]

�
+

�
� � �
� 0 0

� 0

@
[v]
[vx ]
[u]

1

A

where � := @2
u I (v; u) > 0 by assumption, and � stand for immaterial real numbers

coming from the evaluation of U and its derivatives at 0. Therefore, we can make some
row combinations in the determinant de�ning E (z) by using (116), and obtain

E (z) = � z2 det(B � 1) � (0) � 1 � (0) � 1

������

[ v1] � � � [ v4]
[ v1

x ] � � � [ v4
x ]R�

0 U 1 � � �
R�

0 U 4

������
:

We can proceed in a similar way by using (117), which yields

E (z) = z3 det(B � 1) � (0) � 2 � (0) � 1 vxx (0) � 1

�

����������

R�
0 r Q (U ) � U 1 � � �

R�
0 r Q (U ) � U 4

[ v1
x ] � � � [ v4

x ]
R�

0 U 1 � � �
R�

0 U 4

����������

:

Now, we observe that (U 1) jz=0 = U x , and by di�erentiating zU 1 = A U 1 we see
that U x = A (@zU 1) jz=0 . Therefore, U 1 + U c is in the kernel of A , which is spanned by
(U x ; U � ; U � 1 ; U � 2 ) since this is an independent family of solutions toA U = 0, which
is equivalent to a �rst-order system of four ODEs. We also have that (U 2) jz=0 = U � ,
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(U 1) jz=0 = U � 1 , (U 1) jz=0 = U � 2 , by the choice of initial conditions. We thus �nd that

E (z) = � z4 det(B � 1) � (0) � 2 � (0) � 1 vxx (0) � 1

�

����������

R�
0 r Q (U ) � U c

R�
0 r Q (U ) � U �

R�
0 r Q (U ) � U � 1

R�
0 r Q (U ) � U � 2

[vc;x ] [v�;x ] [v� 1 ;x ] [v� 2 ;x ]
R�

0 U c
R�

0 U �
R�

0 U � 1

R�
0 U � 2

����������

+ O(z5) ;

which equivalently reads, according to (109),

E (z) = � z4 det(B � 1) � (0) � 2 � (0) � 1 vxx (0) � 1 �

�������������

� cc � c� � c� 1 � c� 2

[vc;x ] [v�;x ] [v� 1 ;x ] [v� 2 ;x ]

� � 1c � � 1 � � � 1 � 1 � � 1 � 2

� � 2c � � 2 � � � 2 � 1 � � 2 � 2

�������������

+ O(z5) :

Finally, using that [ va;x ] = � � avxx (0), for a = c; �; � 1; � 2 | which merely comes from
the di�erentiation of the relation vx (�) = vx (0) with respect to those parameters | we
obtain

E (z) = z4 det(B � 1) � (0) � 2 � (0) � 1 �

�������������

� cc � c� � c� 1 � c� 2

� c � � � � 1 � � 2

� � 1c � � 1 � � � 1 � 1 � � 1 � 2

� � 2c � � 2 � � � 2 � 1 � � 2 � 2

�������������

+ O(z5);

that is, recalling also from (109) that � = � � ,

E (z) = z4 det(B � 1) � (0) � 2 � (0) � 1 det Hess� + O(z5) :

On the other hand, using that

AU (0) =
�

� � (0) vxx (0)
� (0) u(0)

�
+

�
� � �
� 0 0

� 0

@
v(0)
vx (0)
u(0)

1

A

in general, and Eqs in (119), we can compute explicitly � by making row combinations
again. By using (120) in the last step, we thus �nd that

� =

��������

vx (0) v� (0) v� 1 (0) v� 2 (0)
vxx (0) v�;x (0) v� 1 ;x (0) v� 2 ;x (0)
vxxx (0) v�;xx (0) v� 1 ;xx (0) v� 2 ;xx (0)
ux (0) u� (0) u� 1 (0) u� 2 (0)

��������

= � � (0) � 1 � (0) � 1

��������

0 v� (0) v� 1 (0) v� 2 (0)
vxx (0) v�;x (0) v� 1 ;x (0) v� 2 ;x (0)

0 0 1 0
0 0 0 1

��������
= � (0) � 1 � (0) � 1 vxx (0) v� (0)

= � � (0) � 2 � (0) � 1:
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Altogether with the expansion of E (z), this gives

D (z) z! 0= � z4 det(B � 1) det Hess� + O(z5) :
High frequency expansion.
In order to �nd the sign of D (z) for z 2 R+ large enough, we can invoke ahomotopy

argument9. For this argument to work out, we must check that there exists R > 0 so that
D (r ) 6= 0 for r � R, and moreover that this R can be found to be uniform along the
family of Evans functions associated with a continuous path going from the operatorA
to a simpler operator, say fA , for which we can compute the Evans function eD explicitly.
We choose

fA := eB @x Hess fH [U ] ; eB � 1 :=
�

0 b
b 0

�
; fH [U ] :=

1
2

u2 +
1
2

v2
x ;

and postpone the search forR to the next paragraph.
Once we have thisR, we know that D (r ) and eD (r ) have the same sign forr � R. Let

us compute eD (r ). The eigenvalue equations fA U = zU equivalently read
�

� @3
x v = zb u ;

@xu = zb v ;
or

@x

0

BB@

v
vx
vxx
u

1

CCA = A(z)

0

BB@

v
vx
vxx
u

1

CCA ; A(z) :=

0

BB@

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 � zb
zb 0 0 0

1

CCA :

It is then a simple exercise to computeeD (z) = det(e � A(z) � 1). In particular, for z = r 2
(0; + 1 ), A(r ) has four distinct eigenvalues,� (1� i )

p
r jbj=2. Therefore, it is diagonalizable

and

det(e� A(r ) � 1) = ( e� (1+ i )
p

r jbj=2� 1) (e� (1 � i )
p

r jbj=2� 1) (e� ( � 1+ i )
p

r jbj=2� 1) (e� ( � 1� i )
p

r jbj=2� 1)

=
���e� (1+ i )

p
r jbj=2 � 1

���
2 ���e� ( � 1+ i )

p
r jbj=2 � 1

���
2

> 0:

High enough frequencies are not eigenvalues. For any � 2 [0; 1], we set

A � := eB � @x Hess fH � [U ] where fH � = � H +(1 � � ) fH and eB � 1
� = � B � 1 +(1 � � ) eB � 1:

Notice that this does de�ne a eB � since the formula for eB � 1
� de�nes a matrix with deter-

minant det( B � 1). The aim is to �nd R 2 (0; + 1 ) such that, for all � 2 [0; 1], the operator
A � does not have any �-periodic eigenfunction associated with a real eigenvaluer � R.
Observing that A � is | on purpose | exactly of the same form as A , by just replacing
B � 1, I , E by

eB � 1
� :=

�
�a b
b 0

�
; I � = � I + (1 � � )( 1

2u2) ; E� = � E + (1 � � )( 1
2v2

x ) ;

we can drop� and seekR for A under the only assumptions that b is �xed and positive, a
may vary while staying bounded, � = @2

vx E[v] and � = @2
u I [v; u] are bounded, positive and

bounded away from zero. Such anR can be derived from some rougha priori estimates.
A similar computation was made in [22, Section B.1], with a slight mistake which can be
�xed by modifying the high order estimate accordingly with what follows.
Let us write the eigenvalue equations (115) in a more explicit way,

�
@x (M v + �� v + � u) + c @x (av + bu) = r (av + bu) ;
@x (� v + � u) + c @x (bv) = r bv ;

9. Usual in many related computations, but apparently used for the �rst time in a periodic context ;
see Remark A.4.
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whereM := HessE[v] = � @x � @x + q� with q� bounded, and�� := @2
v I [v; u], � := @uv I [v; u]

bounded too. On the one hand, taking the inner product of the system above with

B
�

v
u

�
=

�
u=b

v=b� au=b

�

in L 2(R=� Z) and integrating by parts, we �nd that

r (kvk2
L 2 + kuk2

L 2 ) =
R�

0
�

ux @x (� vx ) + u @x ((q� + �� )v + � u) + ( v � au) @x (� v + � u)
�
=bdx

� C (kvk2
H 2 + kuk2

H 1 )

for some constantC depending only the bounds ona, � , q� , � , �� , � . On the other hand,
taking the inner product of the system above with (vx ; ux )T , and integrating by parts
again, we obtain

0 =
R�

0
�

vxx @x (� vx ) + vx @x ((q� + �� )v + � u) + ux @x (� v + � u)
+ c vx @x (av + bu) + c ux @x (bv)

�
dx

=
R�

0
�
� v2

xx + � u2
x
�

dx +
R�

0
�

� xvxvxx � � vxx u + vx @x ((q� + �� + ac)v)
+ ux @x (( � + 2bc) v

�
dx

� 1
2

R�
0

�
� v2

xx + � u2
x
�

dx � C0(kvk2
H 1 + kuk2

L 2 )

for some other constantC0 depending only the bounds ona, � , � x , q� , � , �� , � , � x . Using
once more that � and � are positive and bounded away from zero, we thus �nd a constant
C00such that

kvk2
H 2 + kuk2

H 1 � C00(kvk2
L 2 + kuk2

L 2 ) :
(Note that kvxk2

L 2 has been absorbed in the left-hand side.) Therefore, we have

r (kvk2
L 2 + kuk2

L 2 ) � CC00(kvk2
L 2 + kuk2

L 2 ) ;

which implies that v and u must be zero if r > CC 00.
Conclusion. By the mean value theorem, a necessary condition for stability of the

wave is that D does not change sign on (0; + 1 ). Combining the low frequency expansion
with the fact that D (r ) is positive for large r , we obtain the necessary condition for co-
periodic stability

� det(B � 1) det Hess� � 0:
which requires that det Hess� be nonnegative. �

We can show a similar result in the caseN = 1, which corresponds to (qKdV), or
equivalently U = v; H [U ] = �e(v; vx ) ; B = 1 ; Q = �q= 1

2v2 in the abstract form (101).
In this case, the pro�le equation (105) reduces to the scalar Euler{Lagrange equation

E(�e+ c�q)[v] = � ;

and the abbreviated action is de�ned as in (107) by just dropping the u-component and
I :

� (�; �; c ) :=
Z �

0
(�e(v; vx ) + c�q(v) � �v + � ) dx :

For a reason that will be clari�ed in Section 5.2, we have substituted � for � as the period
of the wave. The Evans function is also de�ned as before by

d(z) := det( f (�; z) � f (0; z)) ;

where f (�; z) is now the fundamental solution of the third order ODE

(121) @x (Hess(�e+ c�q)[v]v) = z v

viewed as a �rst-order system.
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Theorem A.2. Under assumption (H0) , in the caseN = 1 , the Evans function de�ned
above has the following asymptotic behaviors

(122) d(r ) r ! 0= r 3 det(Hess� ) + o(r 3) ; d(r ) < 0 for r � 1 :

If det(Hess� ) > 0, then the corresponding wave is spectrally unstable.

For consistency, notice that here det(B � 1) = 1.
Proof.

We can basically copy-paste computations from the proof of Theorem A.1, by taking
B = 1, and dropping the u-components, I , and all terms in � 2. We just have to pay
attention to where the signs change. A �rst, obvious one is that detB is now positive.
There is another change of sign in the computation ofE (z) near zero, because there is
now only one row where we �nd a minus sign by writing

R�
0 v dx = � � � . So these two

changes of sign give the claimed asymptotic expansion at zero. There is a third, and last
change of sign in the computation ofd(r ) for large r . Indeed, the ODE to solve is now

� @3
x v = r v ;

which has the three wavenumbersk0 = � 3
p

r , k1 = e i�= 3 3
p

r , and k1 for r > 0. Therefore,
ed(r ) = (e k0 � 1) jek1 � 1j2 < 0. �

Remark A.3. Our main implicit restriction | even at the abstract level | is that we only
consider systems for which, by a suitable number of integrations, the original traveling-
wave pro�le system may be converted in a planar Hamiltonian, reduced, pro�le equation.
Otherwise one would expect, as in the well-studied | and algebraically much simpler |
case of solitary waves, some orientation index to enter in formulas for stability indices.
For solitary waves, the computation of the necessary orientation index from geometric
invariants is still the object of intense research ; see for instance [35] and references therein.

Remark A.4. As said in the introduction, this result con�rms earlier �ndings by Johnson
[77] in the special case when\ is constant. Though our presentation for (qKdV) does not
follow the one by Johnson for (gKdV), some of our steps do not di�er signi�cantly. By
contrast, some others are fundamentally di�erent, as required by the quasilinear nature of
our problem. For instance, in the foregoing proof, the purpose of the homotopy argument
and the auxiliary resolvent estimates is precisely to reduce computations to a semilinear
case. When equations are already in semilinear form, those techniques are not needed, and
a readily regular limit � ! 1 leads to a constant-coe�cient problem. Likewise, the local
well-posedness results invoked in Section 5 for applying our abstract orbital stability to
actual PDEs is dramatically improved for semilinear versions of those equations. These ob-
servations are instances of the usual rule of thumb that departures of quasilinear strategies
from semilinear ones are only required when some high-frequency control is needed.

Remark A.5. It is instructive to seek parallels of our results in the classical stability
theory for steady states of �nite-dimensional Hamiltonian systems of ordinary di�erential
equations. Indeed, up to replacing Evans’ functions with characteristic polynomials, the
foregoing proofs echo the classical proof that steady states at which the Hessian of the
Hamiltonian is nonsingular and has an odd number of negative directions are spectrally
instable. We claim that the analogy goes further. On the one hand, it follows from our
proof that the sign of det(Hess�) provides us with the parity of the number of eigenvalues
of A on (0; + 1 ). On the other hand, as we shall see in the next section, the relevant
Hessian there is the constrained HessianA jTU C . Even though we do not endeavor to prove
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it in the present paper, we do expect that the parity of the negative signature ofA jTU C and
of the number of eigenvalues ofA on (0; + 1 ) coincide, so that the results of the current
section could be thought of as a direct analogue of the �nite-dimensional case, withA jTU C
in place of the classical Hessian of the Hamiltonian. The deepest way to prove our claim
regarding the agreement of those parities consists in examining theKrein signature of
eigenvalues. Indeed, building on the fact that eigenvectors ofA are orthogonal for the
quadratic form associated with A , one may expect to prove that the negative signature of
A jTU C is the number of eigenvaluesz, with Re(z) � 0 and negative Krein signature, and
our claim on parity would then follow from the fact that eigenvalues with Re(z) � 0 but
Im( z) 6= 0 come in pairs. See detailed discussions, precise statements and proofs of similar
results in [83, 33, 34 ] and [84, Chapter 7].

4. Co-periodic, orbital stability

4.1. Abstract setting
We still consider a Hamiltonian system of the form (101), which we relabel here for

the reader’s convenience :

(123) @t U = @x (B EH [U ]) ;

with U taking values in RN , B a nonsingular, symmetricN � N matrix, H = H (U ; U x ),
and denote byQ the impulse | or momentum | de�ned by

Q (U ) =
1
2

U � B � 1U :

Eq. (123) is obviously a system ofN (local) conservation laws of order at most three
in the spatial variable x. Of course we have in mind the more speci�c forms ofB and H
that are described in Section 3.1, and correspond to either (qKdV) in the caseN = 1, or
to (EK) in the case N = 2. In the latter case, the �rst conservation law is of order one, and
the second one is of order three as regards the �rst dependent variable, and of order one
for the second dependent variable. Section 5 is devoted to a detailed investigation of those
‘examples’. Here, we refrain from restricting to any speci�c form ofB and H , in order to
emphasize the crucial ingredients in the proof of co-periodic, orbital stability. The reader
is referred to Sections 5.1 and 5.2 for an application of our abstract result (Theorem A.6
below) to respectively (qKdV) and (EK).

As far as smooth solutions of (123) are concerned, they satisfy at least two additional,
local conservation laws. One is the conservation of the impulseQ , Eq. (103), and the other
one is the conservation of the HamiltonianH , which explicitly reads

@t H [U ] = @x ( 1
2EH [U ] � B EH [U ] + r U x H [U ] � B @xEH [U ]) :

All these local conservation laws have the most important consequence that, along smooth
periodic solutions to (123), we have

(124)
d
dt

Z �

0
U dx = 0 ;

d
dt

Z �

0
Q (U )dx = 0 ;

d
dt

Z �

0
H [U ]dx = 0 ;

if � denotes the period of those solutions. For a given �, we call energy space, and denote
by H � a dense subspace of (L 2(R=� Z))N on which the functional

U 7!
Z �

0
H [U ]dx
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is (at least) C2. Behind this loose de�nition, we merely have in mind H � = H 1(R=� Z) for
(qKdV), and H � = H 1(R=� Z) � L 2(R=� Z) for (EK). Note that the linear functional

U 7!
Z �

0
U dx

is automatically C1 on (L 2(R=� Z))N , by the embedding L 1(R=� Z) ,! L 2(R=� Z), and
that the quadratic functional

U 7!
Z �

0
Q (U )dx

is also C1 on (L 2(R=� Z))N by the Cauchy{Schwarz inequality. Therefore, whatever the
constants (�; � ; c) 2 RN +2 , the functional

U 7! F [U ; �; � ; c] :=
Z �

0
(H (U ; U x ) + cQ (U ) � � � U + � ) dx

is C2 on the energy spaceH � . Let us point out that these functionals | in particular
F [U ; �; � ; c] | are invariant under the action of spatial translations U 7! U (� + s) on
�-periodic functions U , so that they are indeed well de�ned for U viewed as a function on
the circle R=� Z. Furthermore, (124) implies that F [�; �; � ; c] is preserved along smooth,
�-periodic solutions of (123).

Our main assumptions are the following.
(H0) There exists an open set 
 of RN +2 and a family of periodic traveling pro�les

U parametrized by (�; � ; c) 2 
 such that the pro�le equations in (105)-(106),

E(H + cQ )[U ] = � ; LH [U ] � cQ (U ) + � � U = � ;

hold true, and the mapping (�; � ; c) 2 
 7! (U ; �) 2 C2
b(R) � R is continuously

di�erentiable, where � denotes the period of the pro�le U .
(H1) The derivative of the period � with respect to the energy level � , denoted by

� � , does not vanish on 
, and the abbreviated action integral

�( �; � ; c) =
Z �

0
(H (U ; U x ) + cQ (U ) � � � U + � ) dx

is such that the matrix

C :=
�r � � 
 �r � �

� ��
� �r 2� ;

is nonsingular for (�; � ; c) 2 
, with �r =
� r �

@c

�
.

(H2) For all � in the set of periods achieved on 
, there exists a dense subspaceH �
of (L 2(R=� Z))N , and an open subset ofH � containing all the pro�les U on which
the functional

U 7!
Z �

0
H [U ]dx

is C2, and if we denote byh�; �i the dual product between H0
� and H � , there exists

a positive number � such that

kU k2
H�

= hHessH [U ]U ; U i + � kU k2
L 2

de�nes an equivalent norm on H � , uniformly in the parameters de�ning the �-
periodic pro�le U .

(H3) For all � in the set of periods achieved on 
, there exists a dense subspaceW � of
the energy spaceH � on which the Cauchy problem for (101) is locally well-posed.
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These assumptions are discussed in detail for (qKdV) and (EK) in Section 5. Roughly
speaking, (H0) and (H1) are non-degeneracy assumptions, while(H2) is an ellipticity
assumption, and(H3) is expected to hold true for a subspace of the energy espace in which
functions have enough regularity to yield classical solutions of (101). Such assumptions
are often implicitly made in the related literature.

4.2. An index for co-periodic, orbital stability
Theorem A.6. Under the assumptions(H0) -(H1) -(H2) -(H3) , for all (�; � ; c) 2 
 such
that

| the negative signature of C equals the one of the operatorA = Hess(H + cQ )[U ],
| the kernel of A is spanned byU x ,

the periodic wave of pro�le U is conditionally, orbitally stable in the following sense.
For all " > 0, there exists � > 0 so that, for all U 0 2 W � such that kU 0 � U kH� � � , if T
is the maximal time of existence of the solutionU : t 7! U (�; t) 2 W � to (123) such that
U (0) = U 0, then

inf
s2 R

kU (�; t) � U (� + s)kH� � " ; 8t 2 [0; T ) :

In practice, for the cases discussed in Section 5, the fact that the kernel ofA is spanned
by U x is a consequence of the assumption in(H1) that � � is nonzero. This is nevertheless
a crucial point in the proof of Theorem A.6, that is why we state it explicitly. Otherwise,
the most important and nontrivial assumption is

n(A ) � n(C ) = 0 :

In this respect, the integer n(A ) � n(C ) may be called an orbital stability index. It is
investigated in more details in Section 5, where we show in particular its connection with
the negative signature ofHess� itself, given by the simple formula

(125) n(A ) � n(C ) = n(Hess�) � N :

Remark A.7. At the abstract level of Theorem A.6, it is not obvious that the stability
criterion n(A ) = n(C ) contains the necessary condition (� 1)N det Hess� � 0 derived in
Section 3 (Theorems A.1 and A.2) for spectral stability. However, if we admit (125) for a
while, we readily see that a null orbital stability index means that n(Hess�) = N , which
implies that ( � 1)N det Hess� � 0. For an alternative connection, see Remarks A.4 & A.9.

Remark A.8. In special cases, genuine orbital stability can be inferred from conditional
orbital stability. This was done 10 for example by Bona and Sachs [23, Theorem 4] regarding
the stability of solitary waves in (EKL) with a constant \ . Indeed, in this case (EKL) is
a semilinear system of PDEs, and a bound on the low order derivatives of the energy
space yields a bound on higher order derivatives, by di�erentiation of the PDEs and by
commutator estimates for the lower order terms.

Remark A.9. Going on with our analogy with the �nite-dimensional, ODE case initiated
in Remark A.4, we observe that the above theorem essentially shows that, if the negative
signature of A jTU C is zero (see Eq. (126) below) then the wave is nonlinearly stable,
while the results of the previous section show that, if that negative signature isodd then
the wave is spectrally unstable. Even in the �nite-dimensional case, this o�ers a genuine
dichotomy 11 only for planar ODEs. For periodic waves, by contrast with what happens

10. In the sense that it is proved there that solutions starting su�ciently close to the background wave
are global in time. However the result is still conditional in the sense that U 0 is required to have higher
regularity | U 0 2 W � | than a�orded by the energy norm k � kH� .

11. Up to considering also the opposite of the ‘natural’ Hamiltonian, if needed.
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for the e�ectively lower-dimensional solitary waves or kinks, it turns out that we never
have a genuine dichotomy. Nevertheless, by transferringin�nite-dimensional conditions
on A jTU C to �nite-dimensional ones onHess�, we have come up with the neat following
criteria :

| if n(Hess�) � N is zero then the wave is nonlinearly stable (by Theorem A.6 plus
(125)) ;

| if n(Hess�) � N is odd then the wave is spectrally unstable (by Theorems A.1 &
A.2).

Proof.
[Proof of Theorem A.6] It heavily relies on [21, Theorem 3], in which we proved that

(126) n(A ) = n(A jTU C ) + n(C ) ;

with
TU C := f U 2 (L 2(R=� Z))N ;

R�
0 U dx = 0 ;

R�
0 U � r Q (U ) dx = 0g ;

and is a revisited | expanded and more accurate | version of the proof of Corollary 2 in
[21]. We proceed in the same spirit as in [41, Theorem 7.3].

Step 1. Orbital stability within the constraint manifold

C = f U 2 H � ;
R�

0 U dx =
R�

0 U dx ;
R�

0 Q (U ) dx =
R�

0 Q (U ) dx g :

The assumption n(A ) = n(C ) implies n(A jTU C ) = 0 by the formula in (126) recalled
above. Since the kernel ofA is spanned byU x , this altogether implies the existence of
C > 0 so that

hAV ; V i � C kV k2
L 2

for all V 2 H � such that

(127)
R�

0 V dx = 0 ;
R�

0 V � r Q (U ) dx = 0 ;
R�

0 V � U x dx = 0 :

In addition, C is bounded by below by a uniform positive constant when the parameters
(� ; c) vary in a (small) compact subset of �, the projection of 
 onto RN +1 , and � is
implicitly de�ned as a function of ( � ; c) by the �xed period � (which is made possible
by the assumption � � 6= 0 in (H1) ). Therefore, by (H2) , there exists another positive
constant eC such that

hAV ; V i � eC kV k2
H�

;
for all V 2 H � satisfying (127). Indeed, using the equivalent norm onH � given in (H2) ,
up to augmenting � in such a way that

� cV � B � 1V � � V � V ; 8V 2 RN ;

(and c possibly varying in a compact set of possible wave velocities), and recalling that
A = HessH [U ] + cB � 1, we see that

kV k2
H�

= hAV ; V i � c
Z �

0
V � B � 1V dx + �

Z �

0
V � V dx �

�
1 +

2�
C

�
hAV ; V i

for V 2 H � satisfying (127).
Now, by Taylor expansion we have

F [U ; �; � ; c] � F [U ; �; � ; c] = 1
2 hA (U � U ); U � U i + o(kU � U k2

H�
)

for U 2 H � close to U . In the expansion here above, the �rst order term has vanished
because of the pro�le equationE(H + cQ )[U ] = � , which means that U is a critical
point of the functional F [�; �; � ; c], and the second order term comes from the fact that
the operator A = Hess(H + cQ ) is precisely the second variational derivative of the
functional F [�; �; � ; c]. For those U 2 H � close toU that in addition belong to C , we have

U � U = V + o(kU � U kH� ) ; V 2 TU C ;
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which means that V satis�es the constraints in (127) except for the last one. A nowadays
well-known trick to enforce this constraint is to use translation invariance and the implicit
function theorem to prove the following.

Lemma A.10. For all � > 0 we de�ne

U� = f U 2 H � ; inf
s2 R

kU � U (� + s)kH� � � g :

There exists � 0 > 0 and a C1 function � : U� 0 ! R such that for all U 2 U� 0 ,
Z �

0
(U (x + � (U )) � U (x)) � U x (x) dx = 0 ; kU (� + � (U )) � U kH� � � 0 ;

and
kU (� + � (U )) � U kH� ! 0 when inf

s2 R
kU � U (� + s)kH� ! 0 :

As a consequence, forU 2 U� 0

T
C , we have by the invariance ofF [�; �; � ; c] under

spatial translations,

F [U ; �; � ; c] � F [U ; �; � ; c] = F [ eU ; �; � ; c] � F [U ; �; � ; c]

= 1
2 hA eV ; eV i dx + o(k eU � U k2

H�
) ;

where we have denoted byeU the translate U (� + � (U )), so that
eU � U = eV + o(k eU � U kH� ) ; eV 2 TU C ;

R�
0

eV � U x dx = 0 :

Therefore, we have the lower bound

F [U ; �; � ; c] � F [U ; �; � ; c] � eC
2 k eV k2

H�
+ o(k eU � U k2

H�
)

� eC
4 k eU � U k2

H�
;

for U 2 U� 1

T
C and some� 1 2 (0; � 0].

This is all what we need to useF [�; �; � ; c] as a Lyapunov function to show orbital
stability within C . Even though this is a classical reasoning, we give it for completeness.
For all " 2 (0; � 1], for all U 2 U� 1

T
C such that k eU � U kH� = " , we have

F [U ; �; � ; c] � F [U ; �; � ; c] +
eC
4

"2 =: m(" ) > F [U ; �; � ; c] :

By continuity of F [�; �; � ; c] at U and its invariance under spatial translations, there exists
� 2 (0; " ] such that

F [U ; �; � ; c] < m (" )
for all U 2 U� . Therefore, if we takeU 0 2 W �

T
U�

T
C , and denote byU (t) the solution

at time t 2 [0; T ) of (123) such that U (0) = U 0, we have

F [U (t); �; � ; c] = F [U 0; �; � ; c] < m (" )

for all t 2 [0; T ). Since U (t) belongs to C by the conservation of
R�

0 U dx and
R�

0 Q (U )dx
in (124), the de�nition of m(" ) and the mean value theorem preventk eU (t) � U kH� from
growing larger than " . Indeed, if this happened, there should exist a timet such that
k eU (t) � U kH� = " , hence in particular U (t) 2 U� 1

T
C , and therefore

F [U (t); �; � ; c] � m(" )

whereas we know that
F [U (t); �; � ; c] < m (" ) :

This proves that U (t) belongs to U" whenever U (0) 2 U�
T

C . In addition, this �
| as well as the � 0, � 1 invoked in the derivation of � | can be chosen to be the same
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for parameters (�; � ; c) varying in a compact subset of 
 on which the period � remains
constant, becauseF is uniformly continuous on compact sets ofH � � 
, the pro�le U
depends continuously on the parameters (�; � ; c), as well as the lower boundeC, as already
mentioned. This uniformity will be used in a crucial way in the �nal argument.

Step 2. Find a way out of the constraint manifold.
For �xed ( �� ; � ; c) 2 
, let us denote by U the associated pro�le, of period �,

U� = f U 2 H � ; inf
s2 R

kU � U (� + s)kH� � � g

for all � > 0, We still denote by U pro�les associated with ‘generic’ parameters (�; � ; c) 2

. There exists a neighbordhood B� of (� ; c) in � such that for all ( � ; c) 2 B� and � =
� (� ; c) | prescribed by the �xed period � |, the corresponding pro�le U belongs toU� .

Next, we claim that for ( M ; P ) close enough to (
R�

0 U dx;
R�

0 Q (U ) dx), say
 M �

R�
0 U dx


RN

� � (� ) ;
���P �

R�
0 Q (U ) dx

��� � � (� )

for some positive� (� ), there exists (� ; c) 2 B� such that the traveling pro�le U associated
with ( � (� ; c); � ; c) satis�es

R�
0 U dx = M ;

R�
0 Q (U ) dx = P :

This follows from the inverse mapping theorem. As a matter of fact, the Jacobian matrix
of the mapping

(� ; c) 7! (
R�

0 U dx;
R�

0 Q (U ) dx)
turns out to be � C . This is precisely the reason why we have calledC the constraint
matrix. For more details, see [21, Theorem 3] where we use in a crucial way relations in
(109),

� � = � ; r � � = �
R�

0 U dx ; � c =
R�

0 Q (U ) dx :
Since by (H1) C is assumed to be nonsingular, the inverse mapping theorem does apply
and this proves our claim.

Conclusion. We now have all the ingredients to complete the proof of Theorem A.6.
Let us take " 2 (0; � 1], where� 1 is introduced as in Step 1 for (�� ; � ; c) and its neighbors. This
is where we use uniformity : by Step 1, there exists� 2 (0; " ] so that, for all ( � ; c) 2 B� 1 ,
if U 0 2 W � is such that

(128) inf
s2 R

kU 0 � U (� + s)kH� � � ;
R�

0 U 0 dx =
R�

0 U dx ;
R�

0 Q (U 0) dx =
R�

0 Q (U ) dx ;

with U being the traveling pro�le associated with (� (� ; c); � ; c), then U (t) 2 U"=2 for all
t 2 [0; T ), where T is the maximal time of existence of the solutionU (t) of (123) such
that U (0) = U 0.

By continuity of the mapping

U 2 H � 7! (
R�

0 U dx;
R�

0 Q (U ) dx)

there exists � 2 (0; �= 2] such that kU 0 � U kH� � � implies

R�

0 U 0 dx �
R�

0 U dx


RN
� � (�= 2) ;

���
R�

0 Q (U 0) dx �
R�

0 Q (U ) dx
��� � � (�= 2) ;

where � is the function involved in Step 2. This implies by Step 2 the existence of (� ; c) 2
B�= 2, its associated pro�le being U 2 U�= 2 such that

R�
0 U dx =

R�
0 U 0 dx ;

R�
0 Q (U ) dx =

R�
0 Q (U 0) dx :

Therefore, if U 0 2 W � is such that kU 0 � U kH� � � , there exists a pro�le U such that
we have (128) | by using the triangle inequality to achieve the �rst condition. By Step 1
this implies that U (t) 2 U"=2 for all t 2 [0; T ), and thus U (t) 2 U" by the triangle inequality
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again. This proves the orbital stability of the traveling wave ( x; t ) 7! U (x � ct). �

Before concentrating separately on the casesN = 1 and N = 2, let us point out
a general identity on the constraint matrix and the Hessian of the abbreviated action
integral.

Proposition A.11. Let � : 
 ! R be a C2 function of (�; � ; c) 2 
 , an open subset of
R � RN � R, such that the second order derivative� �� does not vanish, and de�ne the
continuous function C : 
 ! R(N +1) � (N +1) by

C =
�r � � 
 �r � �

� ��
� �r 2� ;

where �r stands for the partial gradient with respect to all but the �rst independent variable
� . Then there exists a continuous mappingP : 
 ! SLN +2 (R) such that

P (Hess�) PT =
�

� �� 0
0 � C

�
:

In particular, we have

(129) det(Hess�) = ( � 1)N +1 � �� det C :

Proof.
The matrix relation is a matter of elementary operations on rows and columns, which give
the result with

P =

0

@ 1 0
1

� ��
�r � � I N +1

1

A :

Eq. (129) is a straightforward consequence of that relation. �

As a consequence, we see thatn(Hess�) = n(� C ) if � �� > 0 andn(Hess�) = n(� C )+1
if � �� < 0. This is the key to the proof of the identity in (125), together with a Sturm{
Liouville argument as we explain in the next section.

5. Examples

5.1. Quasilinear KdV
We use here the notational convention introduced before Theorem A.2, namely, for a

given periodic wave solution to (qKdV) of spatial period � and pro�le v,

� (�; �; c ) =
Z �

0
(�e(v; vx ) + c�q(v) � �v + � ) dx ;

a = Hess(�e+ c�q)[v] ; �q(v) = 1
2v2 :

Accordingly, we denote by ‘ the Lagrangian such that

� (�; �; c ) =
Z �

0
(‘ [v; �; c ] + � ) dx ;

and whose second variational derivative isa, that is

‘ [v; �; c ] := �e(v; vx ) + 1
2cv2 � � v :
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The assumption in (H0) regarding the existence and parametrization of periodic wave
pro�les is easily met when the energy is of the same form as in (102),

�e(v; vx ) = f (v) + 1
2 \ (v)v2

x ;
with smooth functions f and \ such that \ (v) > 0. Indeed, the pro�le equation L‘ [v; �; c ] =
� then reads

1
2 \ (v)v2

x � f (v) � 1
2cv2 + � v = � :

Remarkably enough, the associated phase portrait in the planef (v; _v) ; _v := vx
p

\ (v)g
does not depend on\ , and consists of the level sets

f (v; _v) ; 1
2 _v2 � f (v) � 1

2cv2 + � v = � g :
When � is varied, these level sets exhibit saddle points (v; 0) where the potential

W (v; �; c ) := � f (v) � 1
2cv2 + � v

achieves a local maximum, and center points (v; 0) whereW (�; �; c )) has a local minimum.
In other words, since f 0 = � p, (v; 0) is a saddle point if p(v) � cv + � = 0, p0(v) < c , and
a center point if p(v) � cv + � = 0, p0(v) > c . In particular, if p is convex, a family of
periodic wave pro�les is found as soon as we have a pair made of a saddle point (vs; 0)
and a center point (v0; 0) such that there exists vs with vs < v 0 < v s and

W (vs; �; c ) = W (vs; �; c ) ;
which amounts to an equal area rule on the graph ofp (that is, the areas in between the
graph of p and that of the a�ne function v 7! cv � � , for v 2 [vs; v0] and for v 2 [v0; vs]
are equal ; this can be observed on Figures A.1 and A.2 hereafter).

By the implicit function theorem, the roots v of p(v) � cv+ � are smoothly parametrized
by ( �; c ) as long asp0 � c does not vanish, which means that saddle points and center
points are smoothly parametrized by (�; c ), and the zeroes ofW (�; �; c ) � � are smoothly
parametrized by (�; �; c ) away from critical points vs(�; c ) and v0(�; c ). By smoothness of
the ow of ODEs, this shows that periodic wave orbits found inside homoclinic loops are
smoothly parametrized by (�; �; c ).

Let us give a more precise situation in which(H0) is satis�ed. It is chosen in order to
include many of the examples we have in mind, and in particular power lawsp(v) = v ,
 > 1, and p(v) = v�  ,  > 0. (The more complicated van der Waals law has been
investigated in earlier work, see [22].) Let us point out in passing that, as far as pro�le
equations are concerned, the special casep(v) = v2, which corresponds to the ‘standard’
KdV equation, and p(v) = v� 2, which corresponds to a shallow-water type of pressure
law 12, are closely related. Indeed, the pro�le equation forp(v) = v2 readily amounts to
a cubic potential W , while the pro�le equation for p(v) = v� 2 also amounts to a cubic
potential after multiplying it by v | and modifying \ accordingly (one should however
pay attention to the fact that this operation alters the status of the parameters ( �; �; c ),
and in particular that of � , which becomes like a Lagrange multiplier instead of being an
energy level). Even without this trick, the phase portraits look similar, see Figures A.1
and A.2 to compare the two situations.

12. Seex5.2.3 for an explanation.
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Figure A.1. Quadratic nonlinearity, associated potential and phase portrait.
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Figure A.2. Shallow-water type nonlinearity, associated potential and
phase portrait.
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Proposition A.12. Assume that \ : I ! (0; + 1 ) is C2, and that p = � f 0 : I ! R is
C2 with p00> 0 on the open interval I � R. We denote byV : J := p0(I ) ! I the inverse
mapping of p0, and

l : c 2 J 7! cV(c) � p(V (c)) ;
l � : c 2 J 7! lim

v& inf I
(cv � p(v)) ;

l+ : c 2 J 7! lim
v% sup I

(cv � p(v)) ;

and consider the open sets

� := f c 2 J ; l � (c) < c ; l + (c) < l (c)g ;

� := f (�; c ) 2 R � � ; max( l � (c); l+ (c)) < � < l (c)g :
Then there exist C2 mappings

vs : � ! f v 2 I ; v < V (c)g and v0 : � ! f v 2 I ; v > V (c)g

such that for all (�; �; c ) 2 
 ,


 := f (�; �; c ) 2 R � R � � ; ( �; c ) 2 ~� ; � 2 (W (v0(�; c ); �; c ); W (vs(�; c ); �; c ))) g ;
~� := f (�; c ) 2 � ; lim

v% sup I
W (v; �; c ) > W (vs(�; c ); �; c )g ;

there is a unique solutionv to
1
2 \ (v)v2

x � f (v) � 1
2cv2 + � v = � ; v x (0) = 0 ;

that is periodic, and it is C2 in parameters (�; �; c ).

The proof is based on the remarks made above and some elementary analysis of the
variations of W (�; �; c ) for ( �; c ) 2 ~�, see Table A.1 below. Details are left to the reader.

v v1 vs v2 v0 v3 vs

W 0 + 0 � 0 +
� s � s

% & %
W � � �

% & %
� 0

Table A.1. Variations of potential

Proposition A.12 applies in particular to
| p(v) = v ,  > 1, I = (0 ; + 1 ), J = ( �1 ; 0), V (c) = ( c= )1=(  � 1) ,

l � (c) = 0 ; l+ (c) = �1 ; l(c) = (1 = 1=(  � 1) � 1= = (  � 1))c= (  � 1) ;

| p(v) = v�  ,  > 0, I = (0 ; + 1 ), J = (0 ; + 1 ), V (c) = ( � =c )1=(  +1) ,

l � (c) = �1 ; l+ (c) = �1 ; l(c) = (  1=(  +1) � 1= = (  +1) )( � c) = (  +1) :

This is what we may say on(H0) . Regarding (H1) , it turns out to be equivalent to

� �� 6= 0 ; det(Hess� ) 6= 0 :

Indeed, � �� 6= 0 is exactly the �rst condition in (H1) , and as soon as it is satis�ed, the
equivalence between detc 6= 0 and det(Hess� ) 6= 0 readily follows from Proposition A.11,
in which Eq. (129) reads, with our present notation (and N = 1),

det(Hess� ) = � �� det c :

186



We may also view this relation as a special case of the Lewis Carroll identity [45] by
writing explicitly

c = �
1

� ��

0

BBB@

����
� �� � ��
� �� � ��

����

����
� �c � �c
� �� � ��

����
����

� c� � ��
� c� � ��

����

����
� cc � �c
� c� � ��

����

1

CCCA
:

The investigation of whether � �� , the derivative of the period with respect to the value
of the ODE Hamiltonian vanishes is a classical topic in Hamiltonian dynamics, see for
instance the recent paper [62] and references therein (e.g. [110]). A criterion ensuring
that this derivative is positive was given in particular by Chicone [36]. It merely reads
(W=(W 0)2)00> 0, for a Hamiltonian of the form 1

2v2
x + W (v). Despite its simple form, it is

not easy to check analytically. We have chosen to rely on numerical experiments in Section
6 to rule out the critical cases in which � �� would be zero. Regarding the zeroes of the
determinant of Hess� , far from distinguished limits | see [ 18] for a discussion of those |,
we are not aware of any general analytical result. This is also investigated numerically in
Section 6.

Concerning assumptions in(H2) , we claim | recall that the period of waves is denoted
by � instead of � here | that the space H � = H 1(R=� Z) is a convenient choice as soon
as

�e(v; vx ) = f (v) + 1
2 \ (v)v2

x

with f : I ! R and \ : I ! (0; + 1 ) of class C2 on an open interval I . Indeed, in this
case, the mapping

E : v 7!
Z �

0
�e(v; vx ) dx

is well-de�ned on the open subset ofH 1(R=� Z) made of v with values in I | thanks to
the embeddingH 1(R=� Z) ,! C 0

b | and twice di�erentiable with

dE (v) � h =
Z �

0
(f 0(v)h + 1

2 \ 0(v)hv2
x + \ (v)vxhx )dx ; 8h 2 H 1(R=� Z) ;

d2E (v)�(h; k) =
Z �

0
(f 00(v)hk+ 1

2 \ 00(v)hkv2
x+ \ 0(v)(hkx+ khx )+ \ (v)hxkx )dx ; 8h; k 2 H 1(R=� Z) ;

for all v 2 H 1(R=� Z) with image in the domain of de�nition of f and \ . If in addition
v 2 C2

b , as is the case for traveling pro�les, we may integrate by parts in the formulas
above, and recognize the variational derivatives of�e. As a matter of fact, if v 2 C2

b we �nd
that

dE (v) � h =
Z �

0
h E�e[v]dx ; 8h 2 H 1(R=� Z) ;

d2E (v) � (h; k) = hHess�e[v]h; k i ; 8h; k 2 H 1(R=� Z) ;
where

E�e[v] := @v �e� @x (@vx �e) = f 0(v) + 1
2 \ 0(v)v2

x � @x (\ (v)vx ) 2 C0
b ;

and

Hess�e[v]h := ( @2
v �e� @x (@vvx �e)) h� @x (h @2

vx �e) = ( f 00(v)+ 1
2 \ 00(v)v2

x � @x (\ 0(v)vx )) h� @x (\ (v)hx )

belongs toH � 1(R=� Z) = ( H 1(R=� Z))0 for all h 2 H 1(R=� Z), and h�; �i denotes the dual
product. In particular, Hess�e[v] is a Sturm-Liouville operator, of the form � @xK@x + q,
with �-periodic coe�cients,

K = \ (v) 2 C2
b ; 0 < K 0 � K � K 1 ;

q = f 00(v) + 1
2 \ 00(v)v2

x � @x (\ 0(v)vx ) 2 C0
b ; kqkL 1 � � 0 :
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Therefore, for all h 2 H 1(R=� Z), we have

hHess�e[v]h; hi + � khk2
L 2 =

Z �

0
(Kh 2

x + ( q + � )h2)dx ;

and if we choose for instance� = � 0 + 1, we have

min(K 0; 1)
Z �

0
(h2

x + h2)dx � h Hess�e[v]h; hi + � khk2
L 2 � max(K 1; 2� )

Z �

0
(h2

x + h2)dx :

This shows the equivalence of norms requested in(H2) .
Finally, the main assumption in (H3) is satis�ed at least in H s(R=� Z) for s > 7=2.

Indeed, the following theorem is proved in a forthcoming paper [96].

Theorem A.13. Let s be an integer such thats > 7=2. If p = � f 0 : I ! R is Cs+1 and
\ : I ! (0; + 1 ) is Cs+2 , then for all � > 0, v0 2 H s(R=� Z), the image of v0 being
in I , there exists T > 0 and a uniquev 2 C([0; T ); H s(R=� Z)) solution to (qKdV) with
�e= f (v) + 1

2 \ (v)v2
x , and v0 7! v is continuous.

In the special case when\ is constant, well-posedness is known to hold true with much
lower regularity, for example s > � 1=2 is su�cient for the classical KdV [ 87]. However
low-regularity results rely on dispersive e�ects to control nonlinear terms and are thus
strongly model-dependent. This is notoriously still a �eld of intense research13.

Theorem A.14. Under the assumptions of Theorem A.13, if(H0 ) is satis�ed (in parti-
cular if the assumptions of | and thus | Proposition A.12 hold true), and if, for some
(�; �; c ) 2 
 ,

(s) � �� 6= 0 ; det(Hess� ) 6= 0 ; n(Hess� ) = 1 ;
is satis�ed, then the periodic wave associated with(�; �; c ) is conditionally, orbitally stable
in H 1(R=� Z).

Proof.
The assumptions(H2) -(H3) are implied by those of Theorem A.13, while, as explained
before, (H1) is equivalent to

� �� det(Hess� ) 6= 0 :
So our main assumptions(H0) -(H1) -(H2) -(H3) are met here.

Furthermore, as announced before, the assumption that the kernel ofa is spanned
by vx is automatically satis�ed. In fact, Lemma A.15 stated below applies to the present
operator a, by using the potential W = W (v; �; c ) introduced at the beginning of this
section. We thus infer at the same time that the kernel of a in L 2(R=� Z) is spanned
by vx , and how to compute the signature of a. Therefore, to apply Theorem A.6 and
thus complete the proof of Theorem A.14 it su�ces to check that our assumptions imply
n(a) = n(c).

To do so, we can actually bypass the computation ofn(c) by using Proposition A.11.
With our current notations, this algebraic proposition shows indeed that

n(Hess� ) = n(� c) if � �� > 0 ; n(Hess� ) = n(� c) + 1 if � �� < 0 ;

while we know from Lemma A.15 that

n(a) = 1 if � �� = � � > 0 ; n(a) = 2 if � �� = � � < 0 :

13. Incidentally we point to the attention of the reader the attempt of keeping track of la-
test known results | including local-wellposedness proofs | for various dispersive equations on
wiki.math.toronto.edu/DispersiveWiki/
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Therefore, regardless of the sign of� �� | as long as this number is nonzero |, we have

n(Hess� ) = n(� c) + n(a) � 1 :

Furthermore, since the 2� 2 matrix c is nonsingular | as already justi�ed |,

n(� c) = 2 � n(c) ;

so that the previous formula equivalently reads

n(Hess� ) = 1 + n(a) � n(c) :

This is the announced identity in (125) in the special caseN = 1.
As a consequence, the stability indexn(a) � n(c) vanishes if and only if

n(Hess� ) = 1 :

In this respect, the set of conditions in (s) are the optimal ones enabling us to apply
Theorem A.6 to (qKdV). �

Lemma A.15. Assume that\ : I ! (0; + 1 ) and W : I ! R are C2 on some open interval
I and such that theEuler{Lagrange equation EU [v] = 0 associated with the energy

U : (v; vx ) 7! 1
2 \ (v) v2

x + W (v)

admits a family of periodic solutions v taking values in I , parametrized by the energy level
� = LU [v], for � 2 J , another open interval. If we denote by� the period of v, and
assume that � � , its derivative with respect to � , does not vanish, then the self-adjoint
di�erential operator a := HessU [v] has the following properties :

| the kernel of a on L 2(R=� Z) is the line spanned byvx ;
| the negative signature n(a) of a is given by the following rule :

� if � � > 0 then n(a) = 1 ,
� if � � < 0 then n(a) = 2 .

Since
a = � @x \ (v)@x + W 00(v) + 1

2 \ 00(v)v2
x � @x (\ 0(v)vx )

is a Sturm{Liouville operator with periodic coe�cients, the main argument in the proof
of Lemma A.15 relies on Sturm’s oscillation theorem, as for instance in Lemma 1 in [33]
(also see Proposition 5 in [32]), which concerns the case of a constant\ . This kind of
result belongs to the classical periodic Floquet/Sturm-Liouville theory that may be found
in [95, Part I-Chapter II], [ 106, Chapter XIII-Section 16], [118, Part 1-Section 5.6] or
partially in [ 100] - some complements in [100] are also used there and in [99] to address
the question of co-periodic stability. A detailed proof is available in the appendix of an
earlier version of this manuscript [19].

Note that since Hess� is a 3� 3 matrix, its determinant cannot be positive if n(Hess� ) =
1. So we could equivalently replace the second condition in(s) by det(Hess� ) < 0.

If the �rst two conditions in (s) are readily amenable to computations, the veri�cation
of the third one, n(Hess� ) = 1 demands some slightly more sophisticated algebraic work.
It can be interesting to have more explicit conditions, in particular to compare with earlier
results. If we assume moreover that 2� 2 determinant � �� � �� � � 2

�� does not vanish, we
can see by an elementary count of sign changes in the principal minors ofHess� that (s)
stems from having either one of the following sets of conditions

(s1) � �� > 0 ;
����

� �� � ��
� �� � ��

���� 6= 0 ; det(Hess� ) < 0 ;

(s2) � �� < 0 ;
����

� �� � ��
� �� � ��

���� < 0 ; det(Hess� ) < 0 :
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For convenience, the reader may refer to Table A.5 in Appendix 7, in which(s1) corres-
ponds to the second and third rows, and(s2) to the 7th. From the same table we see that,
in terms of the constraint matrix c, (s1) corresponds ton(c) = 1, and (s2) to n(c) = 2.
Note however that our conditions in (s) are slightly more general than the prescription of
((s1) or (s2) ), in that they do not require � �� � �� � � 2

�� 6= 0.
In the special case when\ is constant, Theorem A.14 was essentially already known

in the case � �� � �� � � 2
�� 6= 0, and proved in a slightly di�erent manner in [ 33]. Indeed,

orbital stability with respect to co-periodic perturbations is essentially a consequence of
[33, Theorem 1], under the assumption

� �� 6= 0 ;
����

� �� � ��
� �� � ��

���� 6= 0 ; det(Hess� ) 6= 0 ; n(Hess� ) = 1 ;

which is equivalent to ((s1) or (s2) ). An earlier, similar result was shown by Johnson [77],
under the more restrictive assumption

(130) � �� > 0 ;
����

� �� � ��
� �� � ��

���� < 0 ; det(Hess� ) < 0 :

We should mention that these results by Bronski et al dealing with (gKdV) | and not
its quasilinear version (qKdV) | yield genuine orbital stability, and not only conditional
orbital stability. This is because the Cauchy problem for (gKdV) is much better understood
that for (qKdV) with a nonconstant \ .

Remarkably enough, Table A.5 in Appendix 7 shows that the matrix Hess� cannot
be nonnegative. Indeed, by our identity on negative signatures (see Eq. (126)), we must
have n(a) � n(c), so that the | purely algebraic | situation in the �rst row of Table A.5
cannot occur.

5.2. Euler{Korteweg
5.2.1. Eulerian coordinates vs mass Lagrangian coordinates

Before investigating how to apply Theorem A.6 to the Euler{Korteweg system, let us
come back to the equivalence between its formulation in Eulerian coordinates (EKE), and
its formulation in mass Lagrangian coordinates (EKL). This equivalence works as long
as we deal with states away from vacuum, and more precisely, with densities� that are
bounded and bounded by below by some positive constant. It is based on the fact that
the continuity equation

(131) @t � + @x (�u ) = 0

is equivalent | for x 2 R, and t in some interval too | to the existence of a function
Y = Y (x; t ) such that @xY = � and @t Y = � �u . Denoting by (y = Y (x; t ); s = t) the new
coordinates obtained this way, and introducing

v(y; s) = 1 =� (x; t ) ; w(y; s) = u(x; t ) ;

we see that (EKE) and (EKL) are equivalent provided that E(�; � x ) = � �e(v; vy). (Here
we focus on smooth solutions, but this equivalence is also known to hold true for weak
solutions when E depends only on� , that is, for the usual Euler equations.) The change
of coordinates (x; t; �; u ) 7! (y; s; v; w) is clearly nonlinear, and also nonlocal since the new
‘independent variable’ y actually depends on the integration of the dependent variables
� and �u . Nevertheless, there is also an equivalence between travelling wave solutions of
(EKE) and (EKL). As shown in [ 14], (�; u ) = ( �� ; u)(x � �t ) is a travelling wave solution
to (EKE) if and only if ( v; w) = ( v; w)(y+ jt ) is a travelling wave solution to (EKE), along
with

�� (u � � ) � j ; �� (x) = 1 =v(Y (x))) ; u(x) = w(Y (x)) ; Y 0(x) = �� (x) ;
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or, equivalently,

w � jv � � ; v (y) = 1 =�� (X (y))) ; w(y) = u(X (y)) ; X 0(y) = v(y) :

In particular, if ( �� ; u) is �-periodic then ( v; w) is �-periodic with

� =
Z �

0
�� (x)dx ; � =

Z �

0
v(y)dy :

Furthermore, we can see that the abbreviated action integral does not depend on the chosen
formulation. Before checking this, let us perform preliminary work on pro�le equations.
The system (EKE) �ts our abstract framework with

U =
�

�
u

�
; H [U ] = E(�; � x ) + 1

2 �u 2 ; Q (U ) = � �u ;

so that the pro�le equations in (105)-(106) can be written as

(132)

8
<

:

(@� E)( �� ; �� x ) � ((@� x E)( �� ; �� x )) x + 1
2u2 � �u = � � ;

�� u � �� � = j ;
�� x (@� x E)( �� ; �� x ) � E(�� ; �� x ) � 1

2 �� u2 + � � � u � � � � + j u = � :

The notational choice for the Lagrange multiplier in the right-hand side of the second
equation here above is dictated by the relation we already have in mind, and we denote
by � � the �rst Lagrange multiplier for convenience, because it is going to be identi�ed
with the energy level in the EKL pro�le equations. As a matter of fact, it results from
Theorem 1 in [14] that the pro�le equations in Eulerian coordinates, as written above, are
equivalent to

(133)

8
<

:

(@v �e)(v; v� y) � ((@vx �e)(v; v� y)) y � jw = � � ;
w � jv = � ;
v� y (@vy �e)(v; v� y) � �e(v; v� y) � 1

2w2 + j v w � � v + � w = � :

We recognize here the pro�le equations for (EKL), which �ts our abstract framework with

U =
�

v
w

�
; H [U ] = �e(v; vy) + 1

2w2 ; Q (U ) = vw :

So there is an almost perfect symmetry in these pro�le equations, where we can see that
j and � exchange their roles, as well as� and � , when we go from (EKE) to (EKL) or
vice versa. This is why, even though this might seem confusing at �rst glance, we avoid
introducing any additional piece of notation. The fact that we have a single abbreviated
action integral for both (EKE) and (EKL) is now clear because the change of variables is
such that dy = �� dx, or equivalently dx = vdy, so that

(134) �( �; �; j; � ) :=
Z �

0
(E(�� ; �� x ) + 1

2 �� u2 � �� � u + �� � � ju + � ) dx

=
Z �

0
(�e(v; v� y) + 1

2w2 � jv w + �v � �w + � ) dy :

The third of pro�le equations in (132) and (133) show that � is indeed the abbreviated
action for both of them. In addition, we have the following correspondence between the
‘abstract parameters’ (�; � ; c), as introduced in pro�le equations (105)-(106) and used in
the abbreviated action (108), and the ‘practical parameters’ (�; �; j; � ) for (EKE) and
(EKL).

191



abstract � � 1 � 2 c
EKE � � � j �
EKL � � � � � j

Table A.2. Notation for wave parameters

Remark A.16. On the one hand, the occurrence of minus signs in Table A.2 is not a
real issue for applying our theory to (EKE) and (EKL), because both the quadratic form
associated withHess� and the one associated with the constraint matrix C are invariant
under the symmetry � 7! � � in any dependent variable� of �, and these quadratic forms
are, together with the derivatives � � and � � , the only objects which govern our stability
criteria. On the other hand, the fact that the roles of parameters change when we go from
(EKL) to (EKE) will have to be addressed carefully.

The invariance of spectral stability properties when going from Eulerian coordinates
to mass Lagrangian coordinates, even though it seems very natural, is not obvious either
as the original conjugacy occurs through the change of coordinates (x; t; �; u ) 7! (y; s; v; w)
that is nonlinear and nonlocal. Nonetheless, there is a kind of ‘conjugacy’ between systems
that are obtained by linearizing (EKE) and (EKL), in moving frames, about ( �� ; u) and
(v; w) respectively. This in turn enables us to prove that the existence of an unstable mode
in either one of these systems implies so for the other. In order to point out this conjugacy,
we �rst reformulate (EKE) and (EKL) in moving frames associated with the waves. Let �
and j be �xed, and consider the new dependent variables

q := � (u � � ) � j ; z := w � jv � � ;

and the new independent variables

� := x � �t ; � := y + js :

Then the system (EKE) is equivalent to

(EKE j )

(
@t � + @xq = 0 ;

@t q + @x � = 0 ; � = �( �; � x ; � xx ; q; j ) := ( q + j )2=� + � EE[� ] + LE[� ] ;

where @t now denotes the partial derivative at constant � , and for convenience we have
substituted again x for � . The second equation in (EKEj ) here above comes from the
conservation law for the impulse, as in (103), which reduces here to

@t (�u ) + @x (�u 2 + � EE[� ] + LE[� ]) = 0 ;

from which we have subtracted� times the continuity equation (131). Similarly, the system
(EKL) is found to be equivalent to

(EKL j )

(
@sv = @yz ;

@sz = @y 	 ; 	 = 	( v; vy ; vyy ; z; j ) := E�e[v] � 2jz � j 2v :

Here above,@s stands for the partial derivative at constant � , and for convenience we have
substituted again y for � . Of course, as is the case for (EKE) and (EKL), systems (EKEj )
and (EKL j ) are equivalent, as long as smooth solutions with positive and bounded densities
� and volumesv are concerned and provided thatE(�; � x ) = � �e(v; vy). More precisely, the
change of coordinates (x; t; �; q ) 7! (y; s; v; w) is given by

dy = � dx � qdt ; s = t ; v (y; s) = 1 =� (x; t ) ; z(y; s) = q(x; t )=� (x; t ) ;

or equivalently by

dx = vdy + zds ; t = s ; � (x; t ) = 1 =v(y; s) ; q(x; t ) = z(y; s)=v(y; s) :
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By construction of (EKE j ) and (EKL j ), the travelling wave solutions to (EKE) and (EKL)
considered above becomestationary solutions to (EKE j ) and (EKL j ), which read (�� ; 0)
and (v; 0) respectively. We can now show the following.

Theorem A.17. Assume that �� and v are smooth functions onR, bounded and bounded
by below by positive constants, related by

�� (x) = 1 =v(Y (x))) = Y 0(x) ;

and such that(�� ; 0) and (v; 0) are stationary solutions to (EKE j ) and (EKL j ) respectively,
for some real number j . Then by linearizing (EKE j ) and (EKL j ) about (�� ; 0) and (v; 0)
respectively, we receive systems whose spectra are identical.

Proof.
Let us simply call (‘ Ej ) and (‘ L j ) the linearized systems of (EKEj ) and (EKL j ) about
(�� ; 0) and (v; 0) respectively, and denote them in abstract form as

(‘ Ej ) @t

�
_�
_q

�
= L E

�
_�
_q

�
;

(‘ L j ) @s

�
_v
_z

�
= L L

�
_v
_z

�
:

Our aim is to show that the di�erential operators L E and L L are isospectral. By trans-
lation invariance of (‘ Ej ) and (‘ L j ), we already know that � = 0 is an eigenvalue of both
L E and L L , associated eigenvectors being (�� x ; 0)T and (v� y ; 0)T respectively. From now
on, we take a nonzero complex number� , and aim at showing that it belongs to the spec-
trum of L E if and only if it belongs to the spectrum of L L . By spectrum of the operator
L E , which is a di�erential operator in x with � � periodic coe�cients, we mean the whole
spectrum in the space of square integrable functions, which is known to be the collection
of complex numbers� such that there is a nontrivial ( _�; _q) satisfying

(135) L E

�
_�
_q

�
= �

�
_�
_q

�
; 9� 2 R ; ( _�; _q)(x + �) = e i� ( _�; _q)(x) ; 8x 2 R :

Here above,� is called a Floquet exponent. Note that the spectrum ofL E in the space of
square integrable �-periodic functions corresponds to those� for which � = 0. This is the
case for� = 0, since (�� x ; 0) is �-periodic. Of course, the spectrum of L L enjoys a similar
characterization, which is the existence of a nontrivial ( _v; _z) such that

(136) L L

�
_v
_z

�
= �

�
_v
_z

�
; 9� 2 R ; ( _v; _z)(y + �) = e i� ( _v; _z)(y) ; 8y 2 R :

The idea is to show a one-to-one correspondence between nontrivial ( _�; _q) satisfying (135)
and nontrivial ( _v; _z) satisfying (136), for the very same values of (�; � ) with � 6= 0. This
can be done by �rst returning to nonlinear systems.

Solving the original, nonlinear system (EKEj ) for some perturbation of �� that is
parametrized by say � as initial data, we receive a family of solutions (�; q ) = ( �; q )(x; t ; � )
of (EKE j ) parametrized by � such that

(�; q )(x; t ; 0) = ( �� (x); 0) ;

and that ( _�; _q) : (x; t ) 7! (� � ; q� )(x; t ; 0) solves (‘ Ej ). Furthermore, introducing Y =
Y (x; t ; � ) such that Y (x; t ; 0) = Y (x) and @xY = � , @t Y = � q, we have

(137) � (x; t ; � ) = 1 =v(Y (x; t ; � ); t; � ) ; q(x; t ) = z(Y (x; t ; � ); t; � )=v(Y (x; t ; � ); t; � )
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where (v; z) = ( v; z)(y; s; ! ) is a family of solutions to (EKL j ) parametrized by ! . (We
use here di�erent notations for parameters � and ! for the same reason as for timest and
s, that is, in order to avoid confusion about partial derivatives.) This implies that

(v; z)(y; s; 0) = ( v(y); 0) ;

and that ( _v; _q) : (y; s) 7! (v! ; q! )(y; s; 0) solves (‘ L j ). Assume moreover that the family
(�; q )( �; 0; � ) is chosen such that ( _� 0; _q0) = ( � � ; q� )( �; 0; 0) satis�es (135). Then

( _�; _q) = e �t ( _� 0; _q0) ;

and we claim that, similarly,
( _v; _z) = e �s ( _v0; _z0) ;

with ( _v0; _z0) = ( v! ; z! )( �; 0; 0) satisfying (136).
In order to prove that claim, let us �rst note that, by the chain rule applied to (137),

(138) _� (x; t ) = � ( _v(Y (x); t) + _Y (x; t ) v� y(Y (x))) =v(Y (x))2 ; _q(x; t ) = _z(Y (x); t)=v(Y (x)) ;

where _Y (x; t ) := Y� (x; t ; 0). Now, by di�erentiating @xY = � , @t Y = � q, we get that
_Yx = _� , _Yt = � _q. By the �rst row in ( ‘ Ej ) and the fact that ( _�; _q) depends ont as a linear
function of e�t , we have� _� = � _qx , and therefore, we �nd that _Y = � _q=� . This relation is
the key to the claimed conjugacy, because it enables us to rewrite (138) as

(139) _v(y; s) = � v(y)2 _� (X (y); s) + _q(X (y); s) v� y(y)=� ; _z(y; s) = v(y) _q(X (y); s) ;

with X = Y � 1. Equation (139) obviously implies that

_v(y; s) = e �s (� v(y) _� 0(X (y)) + _q0(X (y)) v� y(y)=� ) = e �s _v0(y) ;

_z(y; s) = e �s (v(y) _q0(X (y)) = e �s _z0(y) :
In addition, we observe that _v, _z given by (139) in terms of v, X , _� , _q, and � , are bounded
functions of y if _� , _q are bounded functions ofx | because v and its derivatives are
bounded. Furthermore, _v, _z are �-periodic in y if _� , _q are �-periodic in x | because
X (y + �) � X (y) = �, and more generally, if ( _�; _q)(x + � ; t) = e i� ( _�; _q)(x; t ) for all x; t ,
then ( _v; _z)(y + � ; s) = e i� ( _v; _z)(y; s) for all y; s.

Similar computations can be performed in the other way round. Indeed, we can �nd
( _v; _z) solving (EKL j ) from ( _�; _q) solving (EKE j ) through the following formula, analogous
to (138),
(140)

_v(y; s) = � ( _� (X (y); s) + _X (y; s) �� x (X (y))) =�� (X (y))2 ; _z(y; s) = _q(X (y); s)=�� (X (y)) ;

and the key relation is _X = _z=� . Using in addition that �� = 1=v, �� x=� 2
� = � v� y=v, we thus

see that, as expected, (140) is equivalent to (139). �

Remark A.18. Theorem A.17 shows in particular that the operators just obtained by
linearizing (EKE) and (EKL) in moving frames, but in the ‘original’ dependent variables
(�; u ) and (v; w),

A E = � Dx

�
j=�� ��

HessE[�� ] j=��

�
and A L = D y

�
� j 1

Hess�e[v] � j

�
;

are isospectral. Furthermore, we can infer from its proof the relationship between the
eigenfunctions ofA E and A L associated with nonzero eigenvalues. Indeed, recalling that

q := � (u � � ) � j ; z := w � jv � � ;

we have
_q = ( j=�� ) _� + �� _u ; _z = _w � j _v ;
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which yields, by substitution in (139),

_v = v2(� 1 + jL ) _� + L _u ; _w = j 2v2L _� + (1 + jL ) _u ; L :=
v� y

�v

(where we have omitted to write the independent variables for simplicity). The practical
‘conjugacy’ betweenA E and A L is thus far from being trivial.

Another natural question is the relationship between the Hessians of the constrained
energies

A E =
�

HessE[�� ] j=��
j=�� ��

�
and A L =

�
Hess�e[v] � j

� j 1

�
:

Interestingly, both of these matrix-valued operators are linked in a rather simple manner
to scalar operators. Indeed, using notation as above,

_q = ( j=�� ) _� + �� _u ; _z = _w � j _v ;

we see that
�

_�
_u

�
� A E

�
_�
_u

�
= _� aE _� + _q2=�� ; aE := HessE[�� ] � j 2=� 3

� ;

�
_v
_w

�
� A L

�
_v
_w

�
= _v aL _v + _z2 ; aL := Hess�e[v] � j 2 :

These expressions have the striking consequence in terms of negative signatures that

(141) n(A E ) = n(aE ) ; n(A L ) = n(aL ) :

Both aE and aL are scalar Sturm{Liouville operators with periodic coe�cients. We thus
have a simple criterion to compute their negative signature (see Lemma A.15 stated in
Section 5.1).

Regarding the relationship between the scalar operatorsaE and aL , one may check
that

�� aE _� + K (�� x _� x � �� xx _� ) = � aL _v ; K := @2
� x E[�� ] ;

or equivalently

v aL _v + � (v� y _vy � v� yy _v) = � aE _� ; � := @2
vx �e[v] ;

for

_v(Y (x)) = � _� (x)=�� (x)2 ;

which amounts to substituting 0 for _X in (140). These relations are | fortunately |
consistent with the fact that aE �� x and aL v� y vanish simultaneously, but they do not show
a relationship between the signatures ofaE and aL . This is actually no surprise because
we expect that it is the stability indices

IE := n(A E ) � n(CE ) = n(aE ) � n(CE ) and IL := n(A L ) � n(CL ) = n(aL ) � n(CL )

which vanish simultaneously (see Remark A.19 here after for a variational point of view on
this question), and the negative signatures of the constraint matricesCE and CL have no
a priori reason to coincide. Indeed, recalling from (134) the de�nition of �( �; �; j; � ), and
interpreting the abstract de�nition of the constraint matrix C in (H1) with the present
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notation (see Remark A.16), we �nd that

(142) CE = �
1

� ��

0

BBBBBBBB@

����
� �� � ��
� �� � ��

����

����
� �j � �j
� �� � ��

����

����
� �� � ��
� �� � ��

����
����

� j� � ��
� j� � ��

����

����
� jj � �j
� j� � ��

����

����
� j� � ��
� j� � ��

����
����

� �� � ��
� �� � ��

����

����
� �j � �j
� �� � ��

����

����
� �� � ��
� �� � ��

����

1

CCCCCCCCA

;

(143) CL = �
1

� ��

0

BBBBBBBB@

����
� �� � ��
� �� � ��

����

����
� �� � ��
� �� � ��

����

����
� �j � �j
� �� � ��

����
����

� �� � ��
� �� � ��

����

����
� �� � ��
� �� � ��

����

����
� �j � �j
� �� � ��

����
����

� j� � ��
� j� � ��

����

����
� j� � ��
� j� � ��

����

����
� jj � �j
� j� � ��

����

1

CCCCCCCCA

:

Obviously, the matrices CE and CL do not involve exactly the same minors ofHess�, and
may therefore have di�erent negative signatures | according to our algebraic computa-
tions in Appendix 7, it might happen that n(CL ) = 2 and n(CE ) = 0.

Remark A.19. From (134) we see that

�( �; �; j; � ) = F E [�� ; u; �; �; j; � ] = F L [v; w; �; �; j; � ]

with

F E [�; u ; �; �; j; � ] :=
Z �

0
(E(�; � x ) + 1

2 �u 2 � ��u + �� � ju + � ) dx ;

F L [v; w; �; �; j; � ] =
Z �

0
(�e(v; vy) + 1

2w2 � jvw + �v � �w + � ) dy :

The nullity of the stability index IE is a necessary condition forF E [�; �; �; j; � ] to have a
local minimum at ( �� ; u) under the constraints

(144)

R�
0 dx = � ;

R�
0 � (x)dx =

R�
0 �� (x)dx ;

R�
0 u(x)dx =

R�
0 u(x)dx ;

R�
0 (�u )(x)dx =

R�
0 (�� u)(x)dx :

Similarly, the nullity of the stability index IL is a necessary condition forF L [�; �; �; j; � ]
to have a local minimum at (v; w) under the constraints

(145)

R�
0 dy = � ;

R�
0 v(y)dy =

R�
0 v(y)dy ;

R�
0 w(y)dy =

R�
0 w(y)dy ;

R�
0 (vw)(y)dy =

R�
0 (v w)(y)dy :

We have inserted the apparently trivial, �rst condition in (144) and (145) in order to point
out that these sets of constraints are actually equivalent under the change of variables

� (x) = 1 =v(Y (x))) ; u(x) = w(Y (x)) ; Y 0(x) = � (x) ;

which happens to also ensure that

F L [v; w; �; �; j; � ] = F E [�; u ; �; �; j; � ] :

This is why we may expect IE and IL to vanish simultaneously.

What we can actually prove is the equality of the indicesIE and IL under some ‘generic
assumptions’.
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Theorem A.20. Assume that (�� ; u) and (v; w) are periodic solutions to, respectively,
(132) and (133), depending smoothly on the parameters(�; �; j; � ), as well as their periods
� and � . With notation introduced earlier, if � �� 6= 0 , � �� 6= 0 , and the matricesCE and
CL are nonsingular then we have the identity

n(Hess�) � 2 = n(A E ) � n(CE ) = n(A L ) � n(CL ) :

Proof.
As already noticed, we have

IE := n(A E ) � n(CE ) = n(aE ) � n(CE ) and IL := n(A L ) � n(CL ) = n(aL ) � n(CL ) :

Furthermore, by Proposition A.11, we have

n(Hess�) = n(� CE ) if � �� > 0 ; n(Hess�) = n(� CE ) + 1 if � �� < 0 ;

n(Hess�) = n(� CL ) if � �� > 0 ; n(Hess�) = n(� CL ) + 1 if � �� < 0 :
We claim that, by Lemma A.15, these relations imply

n(Hess�) = n(� CE ) + n(aE ) � 1 = n(� CL ) + n(aL ) � 1 ;

from which we arrive at our �nal formula | similarly as in the proof of Theorem A.14 |
by observing that for the 3 � 3, noninsingular matricesCE and CL we have

n(� CE ) = 3 � n(CE ) ; n(� CL ) = 3 � n(CL ) :

It just remains to check that Lemma A.15 does imply that

(146) n(aL ) = 1 if � �� > 0 ; n(aL ) = 2 if � �� < 0 ;

(147) n(aE ) = 1 if � �� > 0 ; n(aE ) = 2 if � �� < 0 :

This a matter of adapting notation, and checking the relationship between the energy
levels for the vector-valued pro�le equations and for the reduced, scalar pro�le equations.

Eliminating w from the �rst equation in (133), we can view it as an Euler{Lagrange
equation for the energy

U (v; vy) := �e(v; vy) � 1
2 j 2v2 � (� � + j� ) v ;

and eliminating w from the third equation in (133), we �nd that the corresponding energy
level is

LU [v] = � � 1
2 � 2 :

Therefore � �� = � � is indeed the partial derivative of the period of v with respect to
energy level, and sinceaL = HessU [v] = Hess�e[v] � j 2, Lemma A.15 applies and shows
(146).

We proceed similarly to prove (147). By eliminating u from the �rst equation in (132)
we �nd

EE[�� ] +
j 2

2�� 2 = � � + 1
2 � 2 ;

which is the Euler{Lagrange equation associated with the energy

U (�; � x ) := E(�; � x ) � j 2=(2� ) � (� � + 1
2 � 2) � ;

and by eliminating u from the third equation in (132), we see that the corresponding
energy level is

LU [�� ] = � � j� :
Therefore � �� = � � is the partial derivative of the period of �� with respect to energy
level, and sinceaE = HessE[�� ] � j 2=� 3

� , Lemma A.15 applies and shows (147).
�
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5.2.2. Connexion with quasilinear KdV equations
As already mentioned in the proof of Theorem A.20, the pro�le equations in (133) for

traveling wave solutions (v; w) = ( v; w)(y + jt ) to (EKL) reduce, after elimination of w to

E�e[v] � j 2 v + � � j � = 0 ;

which is nothing but the governing ODE for the pro�le of traveling wave solutions v =
v(x + j 2t) to (qKdV), and the Euler{Lagrange equation associated with

‘ [v; j� � �; � j 2] = �e(v; vy) � 1
2 j 2v2 + ( � � j� ) v ;

the Lagrangian de�ned in Section 5.1. Similarly, the velocity w can be eliminated from the
abbreviated action integral

�( �; �; j; � ) =
Z �

0
(�e(v; v� y) + 1

2w2 � jv w + �v � �w + � ) dy

for (EKL). This yields
(148)

�( �; �; j; � ) =
Z �

0
(�e(v; v� y) � 1

2 j 2v2 + ( � � j� ) v + � � 1
2 � 2) dy = � (� � 1

2 � 2; j� � �; � j 2) ;

where � is the abbreviated action integral associated with the �-periodic traveling wave
solutions v = v(x + j 2t) to (qKdV), as in Section 5.1. Therefore, by the chain rule,
Hess�( �; �; j; � ) can be expressed in terms ofr � and Hess� evaluated at (� � 1

2 � 2; j� �
�; � j 2). This will be used in x5.2.3 below to compare the stability criteria for (EKL) and
(qKdV).

5.2.3. Orbital stability in the Euler{Korteweg system
Let us now examine in which situation we may apply Theorem A.6 to the Euler{

Korteweg system. We consider energies as in (102), that is

E = F (� ) +
1
2

e (� )� 2
x ;

or equivalently,

�e= f (v) +
1
2

\ (v)v2
y ;

with
F (� ) = �f (1=� ); e (� ) = � � 5 \ (1=� ) ;

with f : (0; + 1 ) ! R and \ : (0; + 1 ) ! (0; + 1 ) of classC2, hence alsoF : (0; + 1 ) ! R
and e : (0; + 1 ) ! (0; + 1 ) are of classC2. Even though many others are possible, we give
now the most classical kind of nonlinearities that we may think of :

| Shallow-water pressure law :F (� ) = 1
2 � 2, or equivalently f (v) = 1 =(2v), which

gives p(v) = 1 =(2v2) ; then the EKE system is a dispersive modi�cation of the
Saint-Venant equations for shallow water ows, in which the ‘pressure’ term is
indeed known to be of the formp(� ) = 1

2 � 2 ;
| NLS capillarity : e (� ) = 1 =(4� ) ; then the EKE system is the uid formulation 14

of the Non Linear Schr�odinger equation

(NLS) i@t  + 1
2@2

x  =  g (j j2) ;

with g(� ) = F 0(� ). In the shallow-water case,g(� ) = � , which corresponds to the
cubic NLS.

| Semilinear EKE : e constant.
| Semilinear EKL : \ constant.

14. Via the Madelung transform :  = p � ei’ , ’ x = u.
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We warn here again the reader that, as explained inx5.2.1, our notation from the
abstract setting 4.1 have to be adapted to parameters (�; �; j; � ) used to de�ne the action
in (134) for both (EKL) and (EKE) (see in particular Table A.2).

By the connexion made inx5.2.2 between periodic waves in (EKL) and (qKdV), and
the one-to-one correspondence between periodic waves in (EKL) and (EKE) recalled in
x5.2.1, we have a good knowledge of situations in which(H0) is satis�ed for both (EKL)
and (EKE). Proposition A.12 exempli�es one such situation. More precisely, under the
assumptions of that proposition, (H0) holds true for both (EKL) and (EKE) for ( �; �; j; � )
in the preimage by

(�; �; j; � ) 7! (� � 1
2 � 2; j� � �; � j 2)

of the open set 
 de�ned in Proposition A.12. Other possibilities, with various families of
periodic waves, are considered in [22].

Taking (H0) for granted, let us look at our other main assumptions(H1) -(H2) -(H3) .
The abstract, nondegeneracy assumptions in(H1) become, for (EKE)

� �� 6= 0 ; det CE 6= 0 ;

and for (EKL)
� �� 6= 0 ; det CL 6= 0 :

Both of them can be reformulated in more convenient way by using Proposition A.11, in
which Eq. (129) applied to (EKE) and (EKL) gives

(149) � �� det CE = � �� det CL = � det(Hess�) :

(This identity may also be checked from the expressions ofCE and CL , given in (142) and
(143) respectively, and the Lewis Carroll identity [45].) In particular, Proposition A.11
implies that, if � �� � �� = � � � � is nonzero, the matricesCL and CE are simultaneously
nonsingular, and this happens whenHess� itself is nonsingular. In other words, (H1)
amounts to

� �� 6= 0 ; det(Hess�) 6= 0
for (EKE), and

� �� 6= 0 ; det(Hess�) 6= 0
for (EKL).

Regarding(H2) , we claim that H � := H 1(R=� Z) � L 2(R=� Z) and H � := H 1(R=� Z) �
L 2(R=� Z) do the job, respectively for (EKL) and (EKE). For the former, this comes from
a straightforward addition to what is done in x5.1, since the Hamiltonian functional is just

(v; w) 7!
Z �

0
�e(v; vy) dy + 1

2

Z �

0
w2 dy = E [v] + 1

2 kwk2
L 2 :

For the latter, the Hamiltonian functional is

(�; u ) 7!
Z �

0
H (�; u; � x ) dx =

Z �

0
E(�; � x ) dx + 1

2

Z �

0
�u 2 dx :

The �rst part of this functional can be handled exactly as before, since �eand E have
the same abstract form. By this, we mean that the mapping� 7!

R�
0 E(�; � x ) dx is C2 on

H 1(R=� Z), and for �-periodic �� 2 C2
b with values in (0; + 1 ),

� 7! (hHessE[�� ]�; � i + � k� k2
L 2 )1=2

de�nes an equivalent norm onH 1(R=� Z), provided that � is large enough. Furthermore,
�

HessH [�� ; u]
�

�
u

�
;
�

�
u

��
= hHessE[�� ]�; � i +

Z �

0
(�� u2 + 2 u � u ) dx ;
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and Z �

0
(�� u2 + 2 u � u ) dx + � k� k2

L 2 =
Z �

0

�
�
u

�
� A

�
�
u

�
dx ;

where
A :=

�
� u
u �� u

�

is bounded, and positive for � large enough, its upper and lower bound being uniform
when the image of (�� ; u) is in a compact set of (0; + 1 ) � R. This proves that (H2) holds
true.

Finally, in view of earlier work [ 15, 16 ] on the Cauchy problem for (EKL) and (EKE)
in one space dimension, we claim that(H3) is satis�ed in H s+1 � H s for s > 3=2.

Theorem A.21. Let s > 3=2. If f : (0; + 1 ) ! R and \ : (0; + 1 ) ! (0; + 1 ) are
Cs+2 , then, for all � > 0, (v0; w0) 2 H s+1 (R=� Z) � H s(R=� Z), v0 > 0, there exists
T > 0 and a unique(v; w) 2 C([0; T ); H s+1 (R=� Z) � H s(R=� Z)) solution to (EKL) with
�e= f (v) + 1

2 \ (v)v2
y , and (v0; w0) 7! (v; w) is continuous.

Theorem A.22. Let s > 3=2. If F : (0; + 1 ) ! R and e : (0; + 1 ) ! (0; + 1 ) are
Cs+2 , then, for all � > 0, (� 0; u0) 2 H s+1 (R=� Z) � H s(R=� Z), � 0 > 0, there exists
T > 0 and a unique (�; u ) 2 C([0; T ); H s+1 (R=� Z) � H s(R=� Z)) solution to (EKE) with
E = F (� ) + 1

2 e (� )� 2
x , and (� 0; u0) 7! (�; u ) is continuous.

We thus have all the ingredients to apply Theorem A.6 to (EKL) and (EKE).

Theorem A.23. Under the assumptions of Theorem A.21, if(H0 ) is satis�ed, then for
a wave pro�le (v; w) at which we have

(SL ) � �� 6= 0 ; det(Hess�) 6= 0 ; n(Hess�) = 2 ;

the associated periodic wave solution to(EKL) is conditionally, orbitally stable in H 1(R=� Z)�
L 2(R=� Z).

Proof.
Our assumptions include (H0) , imply (H3) by Theorem A.21, and are designed to also
meet (H1) and (H2) in the way explained earlier. Furthermore, the kernel of A L is
spanned by (v� y ; wy)T because the kernel ofaL is spanned byv� y , which follows from the
�rst statement in Lemma A.15, applied as in the proof of Theorem A.20. Moreover, by
Theorem A.20 we have

n(A L ) � n(CL ) = n(Hess�) � 2 ;
which equals zero by assumption. This means that Theorem A.6 does apply here. �

Theorem A.24. Under the assumptions of Theorem A.22, if(H0 ) is satis�ed, then for
a wave pro�le (�� ; u) at which we have

(SE ) � �� 6= 0 ; det(Hess�) 6= 0 ; n(Hess�) = 2 ;

the associated periodic wave solution to(EKE) is conditionally, orbitally stable in H 1(R=� Z)�
L 2(R=� Z).

Proof.
It is of course very similar to that of Theorem A.23. Our assumptions ensure that(H0) -
(H1) -(H2) -(H3) are all met. The kernel of A E is spanned by (�� x ; ux )T because the one
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of aE is spanned by�� x , which follows from the �rst statement in Lemma A.15, applied as
in the proof of Theorem A.20. The latter also shows that

n(A L ) � n(CL ) = n(Hess�) � 2 = 0

by assumption. So we can apply Theorem A.6 here too. �

We may now take advantage of the connexion between (EKL) and (qKdV) pointed
out in x5.2.2 to compare the stability criteria in Theorems A.13, A.21, A.22.

As shown in Appendix 7, we have

(150) det(Hess�) = (2 � c� � � � 2
� ) ( � �� � �� � � 2

�� ) � 4j 2 � � det(Hess� ) ;

(151) n(Hess�) = 1 + n(Hess� � (2� c� � � � 2
� )=(4j 2� � )J ) ; J :=

0

@
0 0 0
0 0 0
0 0 1

1

A ;

where the derivatives of � are all evaluated at (� � 1
2 � 2; j� � �; � j 2). The fact that v is a

nonconstant periodic function of period � � = � implies at the same time that � � > 0 and

2� c� � � � 2
� = �

Z �

0
v2dy �

� Z �

0
vdy

� 2 > 0

by the Cauchy{Schwarz inequality. Therefore, the (qKdV) stability conditions in ( s) au-
tomatically imply, by (150), that det( Hess�) > 0 if j 6= 0 and ( � �� � �� � � 2

�� ) � 0. In this
situation, we also have

n(Hess� � (2� c� � � � 2
� )=(4j 2� � )J ) = n(Hess� ) ;

since the involved 3� 3 matrices have the same �rst two principal minors, and their
determinants have the same sign. So the third condition in (s) implies n(Hess�) = 2 by
(151). In fact, as soon asj 6= 0 and

det(Hess� ) det(Hess� � (2� c� � � � 2
� )=(4j 2� � )J ) > 0;

or equivalently | by Eq. (150) |

det(Hess� ) det(Hess�) < 0 ;

Eq. (151) implies that the stability conditions in ( SL ) are equivalent to those in (s),
evaluated at (� � 1

2 � 2; j� � �; � j 2). We may summarize this in the following statements.

Theorem A.25. Under the assumptions of Theorems A.14 and A.23, if

j 6= 0 ; � �� 6= 0 ; det(Hess� ) det(Hess�) < 0 ;

then
n(Hess� ) = 1 , n(Hess�) = 2 :

If this is the case then the periodic traveling wave(v; w) = ( v; w)(y + jt ) is an orbitally
stable solution to (EKL) and v = v(y + j 2t) is an orbitally stable solution to (qKdV) .

Corollary A.26. Under the assumptions of Theorems A.14 & A.23, ifj 6= 0 and

(s2) � �� < 0 ;
����

� �� � ��
� �� � ��

���� < 0 ; det(Hess� ) < 0 ;

holds true at (� � 1
2 � 2; j� � �; � j 2), then the periodic traveling wave(v; w) = ( v; w)(y + jt )

is an orbitally stable solution to (EKL) and v = v(y + j 2t) is an orbitally stable solution
to (qKdV) .
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6. Numerical investigation of speci�c examples

In this section, we focus on the quasilinear Korteweg-de Vries equation (qKdV) and
on both versions of the Euler-Korteweg system, (EKL) or (EKE), with an energy as in
(102). In all cases, the traveling pro�les v are governed by an equation of the form

(152)
1
2

\ (v)_v2 + W (v; �; c ) = � ;

where c is linked to the speed of the wave, and� , � are basically constants of integration.
For (qKdV), notation in (152) are perfectly consistent with those used in x5.1. Indeed,c
is exactly the speed of the wave,� is the Lagrange multiplier in the pro�le equation, �
is the energy level resulting from the integrated version of this pro�le equation, and the
potential is

W (v; �; c ) = � f (v) � 1
2cv2 + � v :

We warn the reader once more, however, that the abstract notation for the parameters in
(152) has to be interpreted di�erently for the EK system. Indeed, as should be clear from
the discussion inx5.2.2, the pro�le equations for (EKL) are not readily of the form (152),
which is a reduced pro�le equation, obtained only after eliminating the velocity pro�le
w. This yields the following table of correspondence (Table A.3) between the ‘practical’
parameters (�; �; j; � ) of the EKL wave pro�le ( v; w) introduced in x5.2.1, and the abstract
parameters (�; �; c ) in (152) | which can also be checked from the relation between the
EK action and the qKdV action in (148).

abstract � � c
qKdV � � c
EKL � � 1

2 � 2 j� � � � j 2

Table A.3. Parameters in the reduced pro�le equation

In fact, the computations performed in the proof of Theorem A.20 also show that
the reduced pro�le equation for (EKE) has an abstract form as in (152), up to adapting
notation. The correspondence is summarized in the next table (Table A.4).

equation energy level potential W

qKdV � W (v) = � f (v) � 1
2cv2 + � v

EKL � � 1
2 � 2 W (v) = � f (v) + 1

2 j 2v2 + ( j� � � ) v

EKE � � j� W (� ) = � F (� ) + 1
2 j 2=� + ( 1

2 � 2 � � ) �

Table A.4. Energy level and potential in the reduced pro�le equation

We �nd it convenient to keep the ‘abstract’ notation in (152) for the discussion that
follows.

6.1. Methodology
We wish to investigate numerically the conditions for orbital, coperiodic stability that

are derived in Section 4, and applied to (qKdV) in x5.1, and to (EKL), (EKE) in x5.2.1-
5.2.2. Equation (152) is obviously solvable by separation of variables, which readily gives
the action

(153) � =
I

\ (v) _v dv =
I p

2 \ (v)( � � W (v; �; c )) dv ;
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and the period

(154) � =
I

dv
_v

=
I

dv
p

2(� � W (v; �; c ))= \ (v)
:

To actually compute these integrals, we �rst need the points v2, v3, as denoted in
Table A.1, at which W achieves the energy level� and in between whichW is less than� ,
the point v2 being the trough of the wave, andv3, the crest. These points we can compute
numerically by means of,e.g. Newton’s method. This is what we have done, with arelative
tolerance " = 10 � 10. Then we have computed numerically

� = 2
Z v3

v2

p
2 \ (v)( � � W (v; �; c )) dv ;

and also

� = 2
Z v3

v2

dv
p

2(� � W (v; �; c ))= \ (v)
;

by standard numerical integration techniques15. Some care is needed to handle properly the
square root singularity at endpoints. This has been done by �rst making the desingularizing
change of variables

v =
v3 + v2

2
+

v3 � v2

2
sin !

(already used for instance in [32, 22 ]). Then every Newton{Cotes formulae that we tried
worked well, and gave very close results, with a step size �! = 10 � 4. We just had to pre-
ferably use an open Newton{Cotes formula to avoid too much sensitivity on the numerical
error made on the preliminary computations of v2 and v3.

Finally, we have computed approximations of the second order derivatives of the action
by means of �nite di�erences. To avoid any confusion, the qKdV action is denoted by � in
what follows | as in x5.1, and the notation � is reserved for the EK action. The second
order derivatives of � and � are computed in the natural, ‘abstract’ variables, respectively
(�; �; c ) and (�; � 1; � 2; c), up to referring to Table A.2 for computing derivatives of the EK
action with respect to the ‘concrete’ parameters (�; �; j; � ). In both cases, we have used a
9-point stencil for the computation of those second order discrete derivatives, with a step
size � � which turned out to be rather severely limited by the earlier steps | especially
the numerical integration step. An additional di�culty is that the condition number of
the Hessian of the action is most often very large.

The tolerance " = 10 � 10 and the integration step size � ! = 10 � 4 are basically kept
constant in the results presented below, whereas the �nite di�erence step � � varies from
place to place.

One important observation to validate our numerical approach is that, for some spe-
ci�c nonlinearities which correspond to completely integrable PDEs, we have access to an
explicit formula for some characteristics of the Hessian of the action. To be more precise,
we know from [21, Proposition 2] that the characteristic velocities of the modulated equa-
tions are those of a matrix known in terms of the Hessian of the action, the velocity and
the period of periodic waves. For (qKdV), this matrix reads

d := c

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A + ( Hess� ) � 1

0

@
0 0 � 1
0 1 0

� 1 0 0

1

A

15. Here, the trapezoidal rule. We have also tried Simpson’s rule without any signi�cant bene�t.
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and for (EKL), it is

D = � j

0

@
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1

1

A + ( Hess�) � 1

0

BB@

0 0 0 � 1
0 0 1 0
0 1 0 0

� 1 0 0 0

1

CCA :

So, in cases when these characteristic velocities are known through ‘explicit’ formulas |
which involve elliptic functions |, we can compare them with the eigenvalues of d and
D that we obtain through our numerical approach. This is what we have done for the
‘standard’ Korteweg-de Vries (KdV) equation ( p(v) = 1

2v2, \ � 1) and for the Euler{
Korteweg version of the cubic NLS equation (p(v) = 1 =(2v2), e (� ) = 1 =(4� ), that is,
\ (v) = 1 =(4v4)), by using the expressions of characteristic velocities collected in the book
by Kamchatnov [82] (chapter 3.5, p. 184 and chapter 5.1, p. 238) and in [76, x 2.2].

Remark A.27. This testing against explicit formulas incidentally enabled us to �nd
out that the numerical computations displayed in [22] were, to some extent, corrupted,
because of inconsistent choices for the �nite di�erence step �� and for the integration step
size � ! | in fact, � � was taken too small.

6.2. A few numerical results
6.2.1. Benchmarks

Let us start with the KdV case (with actually p(v) = 3 v2, for convenience). On Figure
A.3 hereafter, we have plotted the condition number ofHess� for a reasonable range of
periods �, almost going down to the harmonic period | that is, the small amplitude limit
| as well as the relative error of its determinant when compared to what is expected
from the explicit formulas mentioned above. As we can see, it is for periods close to the
harmonic period that the condition number of Hess� is the highest, and the error on the
determinant reaches the highest values, around 0:12%. Were the step size �� diminished,
this instability phenomenon would worsen.

Figure A.3. Left : condition number of Hess� as a function of the period
� for KdV, with c = 60, � = � 60 kept �xed. Right : relative error on
det Hess� . Finite di�erence step size : � � = 0 :005.

Figure A.4 hereafter displays, with the same parameter values as in Figure A.3, the
minors that encode the orbital stability condition in Theorem A.14, namely m1 = � �� ,
m2 = � �� � �� � � 2

�� and m3 = det Hess� .
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Figure A.4. Upper left : m1 = � �� ; upper right : m2 = � �� � �� � � 2
�� ;

and lower left : m3 = det Hess� , all of them as functions of the period �
for KdV with c = 60, � = � 60 kept �xed. Finite di�erence step size :
� � = 0 :005.

By looking at extreme values of those minors given in boxes, or by zooming on and
eye-checking the parts of their curves that look closest to zero, we recover the signs that
con�rm orbital stability for KdV. More precisely, we �nd that the signs of minors of Hess�
are as in the third row on Table A.5,

� �� > 0 ;
����

� �� � ��
� �� � ��

���� < 0 ; det(Hess� ) < 0 ;

(which is (130), corresponding to the set of conditions found by Johnson in [77]).
Let us now consider the cubic NLS nonlinearity, whose numerical behavior di�ers.

Again, on Figure A.5 below, we have plotted the condition number of Hess� and the
relative error of its determinant.
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Figure A.5. Left : condition number of Hess� as a function of the period
for NLS, with j = 1, � = 0, � = � 2:5 kept �xed. Right : relative error on
det Hess�. Finite di�erence step size : � � = 10 � 5.

Here the most important numerical problems come from large periods, that is, when
we approach the soliton limit. The condition number gets quite large, and the error on
the determinant obviously blows up in this limit. Nevertheless, we can plot the minors
encoding orbital stability as long as the period is not too large. We �rst plot, in Figure
A.6, the four minors of Hess� encoding the stability conditions in ( SL ) (in Theorem A.23),
with in particular M 1 = � �� and M 4 = det( Hess�), and then also look at the missing one
for checking the stability conditions in ( SE ) (in Theorem A.24), namely � �� .

Figure A.6. The four principal minors : M 1 = � �� (upper left) ; M 2 =
� �� � �� � � 2

�� (upper right) ; M 3 (lower left) ; and M 4 = det( Hess�) (lower
right), as a function of the period for NLS case, with j = 1, � = 0, � = � 2:5
kept �xed. Finite di�erence step size : � � = 10 � 5.
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Figure A.7. � �� as a function of the period with the same data as in
Figure A.6.

Again, the signs are not easily visible for periods approaching the small amplitude
limit, but the extreme values of minors displayed in boxes show that

� �� > 0 ; � �� > 0 ; det(Hess�) > 0 ; n(Hess�) = 2 ;

(the latter being a consequence of Sylvester’s rule and the fact that there are exactly two
sign changes in the sequence of minors, sinceM 2 < 0 and all the others are positive), which
imply that both ( SL ) and (SE ) are satis�ed. This con�rms, as known from [55], that cubic
NLS periodic waves are orbitally stable, including in the mass Lagrangian coordinates of
the uid formulation of NLS.

6.2.2. More qKdV test cases
Let us now discuss (qKdV), with the aim of deriving new stability results in non

integrable cases. We set again\ � 1 | which means we actually concentrate on (gKdV)
| and we look at a pressure law given by

p(v) = e( + 1) v ;  � 2 ; e = � 1 :

The minus sign is usually referred to as the defocusing case. Its introduction is in fact
irrelevant if  is an even integer, because in this case the symmetry (x; t; v ) 7! (� x; � t; � v)
drives back the minus sign to a plus sign in (gKdV).

The case  = 2 corresponds to (KdV), while the plus sign with  = 3 corresponds
to what is known as the modi�ed KdV equation (mKdV). This is another completely
integrable case, for which the results are qualitatively similar to those of KdV as displayed
on Figures A.8 - A.9 here after. According to [4, Theorem 5.2],dnoidal waves should be
orbitally stable. We chose our parameters in order to observe this particular family of
waves (see Figure 2.1 in [77]), and we �nd indeed the expected stability, the minors of
Hess� satisfying again (130).
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Figure A.8. Condition number of Hess� as a function of the period for
focusing (mKdV), that is  = 3 and e = 1, with c = 1000 and � = � 500
kept �xed. Finite di�erence step size : � � = 0 :05.

Figure A.9. Upper left : m1 = � �� ; upper right : m2 = � �� � �� � � 2
�� ;

and lower left : m3 = det Hess� , as a function of the period for focusing
(mKdV), with the same data as in Figure A.8.

When going to the defocusing mKdV case (with a minus sign in the pressure and
 = 3), we observe on Figure A.11 that the intermediate minor m2 has the opposite sign,
compared to what happens for the focusing mKdV. However, the negative signature of
Hess� remains equal to one, and this con�rms orbital stability for the defocusing mKdV
equation, as expected from [44].

208



Figure A.10. Condition number of Hess� as a function of the period for
defocusing (mKdV), that is  = 3 and e = � 1, with c = � 100 and� = � 60
kept �xed. Finite di�erence step size : � � = 0 :005.

Figure A.11. Upper left : m1 = � �� ; upper right : m2 = � �� � �� � � 2
�� ;

and lower left : m3 = det Hess� , as a function of the period for defocusing
(mKdV), with the same data as in Figure A.10.

Let us come back to the focusing gKdV, with this time  = 4. This is a non integrable
case, for which we are not aware of any analytical result regarding the stability of periodic
waves. It is only known from [104] that solitary waves are orbitally stable, which is a
necessary condition for the stability of periodic waves of large period, by the work by
Gardner [61]. Numerical di�culties arise here at both ends. We have indeed large values
of the condition number in both the small amplitude limit and the soliton limit, as can
be seen on Figure A.12. Nevertheless, there is numerical evidence for stability (Johnson’s
conditions in (130) are satis�ed) at least for intermediate periods, for which the numerical
results are most reliable, see Figure A.13.
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Figure A.12. Condition number of Hess� as a function of the period for
(gKdV) with  = 4 and e = 1, and c = 1000, � = � 500 kept �xed. Finite
di�erence step size : � � = 0 :005.

Figure A.13. Upper left : m1 = � �� ; upper right : m2 = � �� � �� � � 2
�� ;

and lower left : m3 = det Hess� , as a function of the period for (gKdV)
with  = 4 and e = 1, with the same data as in Figure A.12.

6.2.3. More EK test cases
Let us now focus on the Euler{Korteweg system. As for the NLS case, we investigate

the orbital stability conditions for both (EKL) and (EKE), so as to check that stability
occurs at the same time in the two formulations. First, we consider a Boussinesq pressure
law

p(v) = v � v ;
with a constant capillarity \ � 1. In what follows, we take  = 2, which corresponds to
the good Boussinesq equation, as in [34, x 4.2.1].
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Numerical results are displayed on Figures A.14-A.15. We observe a transition at period
� 0 ’ 3:68, where detHess� changes sign (and n(Hess�) passes from 2 to 3). For periods
smaller than � 0, we see that we are in the range of application of Theorems A.23 & A.24,
which imply orbital stability for both (EKL) and (EKE). For periods larger than � 0,
since detHess� < 0, Theorem A.1 implies spectral instability. We checked that the zone
around � 0 where the condition number becomes very high does not depend on our choice of
discretization steps | unlike what happens in the KdV/NLS cases for periods approaching
the harmonic one or going to in�nity. The transition at � 0 is not a numerical artifact. Our
conclusions are thus consistent with those in [72], where it is pointed out that, at a �xed
velocity, there exists a maximal period for the wave to be stable.

Figure A.14. Left : condition number of Hess� as a function of the period
for EKL with Boussinesq pressure law with  = 2, j = � 0:1, � = 0, � = � 2
kept �xed. Right : � �� . Finite di�erence step size : � � = 0 :5 � 10� 4.
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Figure A.15. The four principal minors : M 1 = � �� (upper left) ; M 2 =
� �� � �� � � 2

�� (upper right) ; M 3 (lower left) ; and M 4 = det( Hess�) (lower
right), for EKL with Boussinesq pressure law with  = 2 and the same data
as on Figure A.14.

Let us now consider a last case. The perfect gas pressure law

p(v) = 1 =2v ;

with a constant capillarity e (� ) � 1, or equivalently, \ (v) = 1 =v5.

Figure A.16. Left : condition number of Hess� as a function of the period
for EK with the perfect gas pressure law, with j = � 1, � = 0, � = � 2:5
kept �xed. Right : � �� . Finite di�erence step size : � � = 0 :5 � 10� 4.
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Figure A.17. The four principal minors : M 1 = � �� (upper left) ; M 2 =
� �� � �� � � 2

�� (upper right) ; M 3 (lower left) ; and M 4 = det( Hess�) (lower
right), for EKL with the perfect gas pressure law and the same data as in
Figure A.16.

We observe that (SL ) and (SE ) are satis�ed, so that both Theorems A.23 & A.24 apply.
The tested periodic waves in the Euler{Korteweg system with the perfect gas pressure law
are orbitally stable in both mass Lagrangian coordinates and Eulerian coordinates.

7. Appendix : Algebraic computations regarding � and �

Recall from (148) that

�( �; �; j; � ) = � (� � 1
2 � 2; j� � �; � j 2) ;

and that the subscripts � , � , c will denote, when attached to � , partial derivatives of �
with respect to its �rst, second, and third variable respectively. Therefore, by applying
twice the chain rule we obtain

Hess� =

0

BB@

� �� � �� � j� � ��
� �� � �� � j� � ��
� �j � �j � jj � �j
� �� � �� � j� � ��

1

CCA

=

0

BBBBBB@

� �� � � �� � �� �� + 2 j� c� � j� �� + �� ��
� �� � 2j� c� + �� �� � �� �� + j� ��

4j 2� cc + � 2� �� j�� �� � 2j 2� c� + 2 j�� c�
� 4j�� c� � 2� c � � 2� �� + � �

j 2� �� + � 2� ��
� 2j�� �� � � �

1

CCCCCCA
;
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where the entries ofHess� are evaluated at ( �; �; j; � ), while the derivatives of � are meant
to be evaluated at (� � 1

2 � 2; j� � �; � j 2) | all along this section 16|, and we have omitted
to write the symmetric entries under the diagonal in order to save some space.

By elementary manipulations on columns and rows | as in Proposition A.11 | we
thus �nd a matrix Q 2 SL4(R) such that

Q (Hess�) QT =

0

BB@

� �� � � �� 2j� c� 0
� � �� � �� � 2j� c� 0
2j� c� � 2j� c� 4j 2� cc � 2� c � �

0 0 � � � � �

1

CCA :

Assuming that j 6= 0 | and recalling that � = � � > 0 | we can perform further
manipulations, and thus �nd R 2 GL4(R) such that det R = 1=(2j ) and

(155) R (Hess�) R T =

0

BB@

� �� � �� � c� 0
� �� � �� � c� 0
� c� � c� � cc � � 0
0 0 0 � � �

1

CCA ; � := (2 � c� � � � 2
� )=(4j 2� � ) :

Observe that the upper 3� 3 block in the right-hand side is Hess� � �J , where

J :=

0

@
0 0 0
0 0 0
0 0 1

1

A :

In particular, (155) yields

1
4j 2 det(Hess�) = � � � det(Hess� � �J ) ;

which equivalently reads

det(Hess�) = (2 � c� � � � 2
� ) ( � �� � �� � � 2

�� ) � 4j 2 � � det(Hess� ) :

Since � � > 0, (155) also gives

n(Hess�) = 1 + n(Hess� � �J ) :

This proves Eqs. (150) and (151).
We can also draw some sign tables that yield the signatures ofHess� , CL , and CE by

inspection of their minors.
Let us �rst consider CL , written as in (143),

CL = �
1

� ��

0

BBBBBBBB@

����
� �� � ��
� �� � ��

����

����
� �� � ��
� �� � ��

����

����
� �j � �j
� �� � ��

����
����

� �� � ��
� �� � ��

����

����
� �� � ��
� �� � ��

����

����
� �j � �j
� �� � ��

����
����

� j� � ��
� j� � ��

����

����
� j� � ��
� j� � ��

����

����
� jj � �j
� j� � ��

����

1

CCCCCCCCA

16. In particular, the reader should keep in mind that with our conventions,

� �� = � �� ; � �� = � �� :
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which equivalently reads

CL = �
1

� ��

0

BBBBBBBB@

����
� �� � � ��

� � �� � ��

����

����
0 0

� � �� � ��

����

����
2j� �c � 2j� �c
� � �� � ��

����
����

0 � � ��
0 � ��

����

����
� � � 0

0 � ��

����

����
� � � 2j� �c
0 � ��

����
����

2j� c� � � ��
� 2j� c� � ��

����

����
� � 0

� 2j� c� � ��

����

����
4j 2� cc � 2� c � 2j� �c

� 2j� c� � ��

����

1

CCCCCCCCA

= �
1

� ��

0

BBBBBBB@

����
� �� � ��
� �� � ��

���� 0 2j
����

� �c � �c
� �� � ��

����

0 � � � � �� � � � ��

2j
����

� c� � ��
� c� � ��

���� � � � �� 4j 2
����

� cc � �c
� c� � ��

���� � 2� c� ��

1

CCCCCCCA

This is to be compared with the constraint matrix for (qKdV), which is given by

c = �
1

� ��

0

BBB@

����
� �� � ��
� �� � ��

����

����
� �c � �c
� �� � ��

����
����

� c� � ��
� c� � ��

����

����
� cc � �c
� c� � ��

����

1

CCCA

Recalling that � �� = � �� , we see that the �rst upper left minors of CL and c are both
equal to

� 1 := �
1

� ��

����
� �� � ��
� �� � ��

���� =: � 1 :

The second upper left minor ofCL is

� 2 := � � �

����
� �� � ��
� �� � ��

���� = � � � �� � 1 ;

while the second upper left minor ofc is

� 2 := det c =
1

(� �� )2

���������

����
� �� � ��
� �� � ��

����

����
� �c � �c
� �� � ��

����
����

� c� � ��
� c� � ��

����

����
� cc � �c
� c� � ��

����

���������

=
1

� ��
det(Hess� ) :

As to the third and last �rst upper left minor of CL , it reads

� 3 := det CL =
4j 2� �

(� �� )2

���������

����
� �� � ��
� �� � ��

����

����
� �c � �c
� �� � ��

����
����

� c� � ��
� c� � ��

����

����
� cc � �c
� c� � ��

����

���������

�
1

� ��
(2� c� � � � 2

� )
����

� �� � ��
� �� � ��

����

that is,
� 3 = 4 j 2� � � 2 + (2 � c� � � � 2

� ) � 1 :
Since � � = � > 0 and 2� c� � � � 2

� > 0 (by Cauchy{Schwarz), we can comparen(CL ) and
n(c) by drawing the following table, which relies on Sylvester’s invariance theorem17, and
where +=� signs stand for positive/negative values :

17. This theorem implies that the negative signature of an n � n symmetric matrix is the number of sign
changes in the sequence (1; � 1 ; : : : ; � n ), where � k denotes the matrix’ k-th upper left minor.
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� �� � �� � �� � � 2
�� det(Hess� ) n(Hess� ) � 1 � 2 n(c) � 1 � 2 � 3 n(CL ) det(Hess�)

+ + + 0 � + 2 � � ? � 1 ?
+ + � 1 � � 1 � � � 1 +
+ � � 1 + � 1 + + ? � 0 ?
+ � + 2 + + 0 + + + 0 �
� + + 2 + � 1 + � ? � 1 ?
� + � 3 + + 0 + � + 2 +
� � � 1 � + 2 � + ? � 2 ?
� � + 2 � � 1 � + � 3 �

Table A.5. Possible values of signs of minors and negative signatures
regarding CL

We have used here above the additional observation (already made in [21, Remark 2])
that ���������

����
� �� � ��
� �� � ��

����

����
� �c � �c
� �� � ��

����
����

� c� � ��
� c� � ��

����

����
� cc � �c
� c� � ��

����

���������

= � �� det(Hess� ) :

Similarly as for CL , we can express

CE = �
1

� ��

0

BBBBBBBB@

����
� �� � ��
� �� � ��

����

����
� �j � �j
� �� � ��

����

����
� �� � ��
� �� � ��

����
����

� j� � ��
� j� � ��

����

����
� jj � �j
� j� � ��

����

����
� j� � ��
� j� � ��

����
����

� �� � ��
� �� � ��

����

����
� �j � �j
� �� � ��

����

����
� �� � ��
� �� � ��

����

1

CCCCCCCCA

in terms the derivatives of � as

CE = �
1

� ��

0

BBBBBBBB@

����
� �� � � ��

� � �� � ��

����

����
� 2j� �c 2j� �c
� � �� � ��

����

����
0 0

� � �� � ��

����
����

� 2j� �c � � ��
2j� �c � ��

����

����
4j 2� cc � 2� c 2j� �c

2j� c� � ��

����

����
� � 0

2j� �c � ��

����
����

0 � � ��
0 � ��

����

����
� � 2j� �c
0 � ��

����

����
� � � 0

0 � ��

����

1

CCCCCCCCA

We thus �nd that the upper left minors of CE are

� E;1 := �
1

� ��

����
� �� � ��
� �� � ��

���� =
� ��

� ��
� 1 ;

� E;2 :=
4j 2

(� �� )2

���������

����
� �� � ��
� �� � ��

����

����
� �c � �c
� �� � ��

����
����

� c� � ��
� c� � ��

����

����
� cc � �c
� c� � ��

����

���������

�
2� c

� ��

����
� �� � ��
� �� � ��

����

=
1

� ��
( 4j 2 det Hess� + 2 � c� �� � 1 ) ;
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� E;3 = det CE =
4j 2� �

(� �� )2

���������

����
� �� � ��
� �� � ��

����

����
� �c � �c
� �� � ��

����
����

� c� � ��
� c� � ��

����

����
� cc � �c
� c� � ��

����

���������

�
1

� ��
(2� c� � � � 2

� )
����

� �� � ��
� �� � ��

����

=
1

� ��
(4j 2� � det Hess� + (2 � c� � � � 2

� )� �� � 1 ) :

Furthermore, since � c =
R�

0
1
2v2 > 0, we can complement Table A.5 with a similar

table in terms of the negative signature ofCE .

� �� � �� � �� � � 2
�� det(Hess� ) n(Hess� ) � E;1 � E;2 � E;3 n(CE ) det(Hess�)

+ + + 0 � ? ? � 1 ?
+ + � 1 � � � 1 +
+ � � 1 + ? ? � 0 ?
+ � + 2 + + + 0 �
� + + 2 + ? ? � 0 ?
� + � 3 + + + 0 +
� � � 1 � ? ? � 2 ?
� � + 2 � � � 1 �

Table A.6. Possible values of signs of minors and negative signatures
regarding CE
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